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A N r 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣赏 丛书 ”之 一 。、 
无 处 可 微 的 连续 函数 在 数学 分 析 的 研究 中 占有 
重要 地 位 ， 它 的 发 现 使 数学 领域 发 生 了 划时代 
的 变化 ， 引 发 了 实 变 西数 论 等 重要 数学 分 支 的 
产生 本 书 全 面 地 介绍 了 无 处 可 微 连 续 函 数 的 
成 因 和 历史 过 程 ， 着 力 阐述 了 众多 数学 家 对 于 
O 无 处 可 微 连续 函数 的 存在 性 证 明 、 构 造 方法 和 
推导 过 程 ， 从 中 可 体察 到 他 们 的 思想 方法 和 科 
研 精神 . 

本 书 采取 历史 叙述 、 夹 叙 夹 议 的 方法 ， 将 
离散 的 数学 研究 过 程 联系 起 来 ， 收 到 论 E 
动 、 深 刻 的 效果 。 


Summary 


This book is one of “a Series of Appreci- 
ation of the Famous Mathematical Topics in 
World”. Nowhere dilfferentiable continuous 
functions are very important in the research 
of mathematical analysis. The epoch-making 
change has taken place in mathematics beca- 
use of their discovery, and some important 
branches such as the theory fo functions of 
real variable, etc. have occured. 

In this book,the cause of formation and the 


history of nowhere differentiable continuous 
functions are introduced in detail. Moreover, 


the proofs of their existences, ion laws the 
methods of construction and the reasonning 
processes studied by many mathematicians 
are emphasized. 

In order that our description is vivid and 
deep, we connected the discrete processes of 
the mathematical reseearch by means of his- 
torical statements, description and discussion 
one after another. 
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一 问题 的 历史 


1。 早期 的 尝试 


连续 性 与 可 微 性 的 关系 是 古典 分 析 中 的 重要 
课题 . 早 在 牛顿 和 莱 布 尼 效 的 时 代 ， 人 们 就 已 知 
道 连续 性 是 可 微 性 的 必要 条 件 ， 然 而 对 连续 性 是 
否 是 可 微 性 的 充分 条 件 这 一 问题 的 认识 却 经 历 了 
一 个 漫长 的 过 程 ， 

直到 十 九 世 纪 中 叶 ， 人 们 还 把 函数 的 概念 和 
作为 动 点 运动 轨道 的 曲线 的 几何 概念 联系 在 一 
起 。 由 于 动 点 必须 经 过 它 的 轨道 上 任 两 点 之 间 的 
每 一 个 点 ， 因 此 曲线 是 连续 的 ， 又 因为 动 点 在 它 
的 轨道 上 的 每 一 点 都 有 确定 的 运动 方向 ， 因 此 曲 
线 在 每 一 点 处 都 有 切线 。 正 是 出 于 这 种 直观 的 考 
虑 ， 当 时 药 数 学 家 相信 ， 连 续 性 是 可 微 性 的 充分 
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条 件 。 关 于 这 个 问题 的 早期 文献 ， 一 般 要 追溯 到 
1806 年 安培 的 论文 [2 ]， 在 这 篇 文章 中 ， 这 位 学 
者 曾 徒劳 无 功 地 企图 证 明 任 何 连续 函数 除 个 别 点 
外 都 是 可 微 的 ， 可 是 当 我 们 进一步 考虑 到 函数 概 、 
念 的 发 展 时 ， 就 可 党 察 到 ， 安 培 所 考虑 的 差不多 
只 能 是 某 种 分 段 单 调 函 数 。 f an ., f 
乎 所 有 的 数学 家 都 相信 安培 的 结果 ， 并 且 在 其 后 
数 十 年 的 许多 教科 书 中 继续 出 现 类 似 的 “证 明 ”， 
其 至 象 高 斯 、， 柯 西 和 狄 利克 雷 这 样 杰出 的 数 学 
家 ， 也 从 末 在 其 著作 中 提 到 他 们 对 此 持 不 同意 
见 ， 虽 然 他 们 并 没有 公开 赞成 安培 的 观点 ， 但 他 
们 之 中 没有 一 个 想 信和 存在 处 处 不 可 微 的 连续 浮 
数 。 达 布 在 他 1875 年 出 版 的 关于 “间断 函数 ”的 
报告 中 提 到 ， 当 时 只 有 一 个 人 《〈M. 毕 内 梅 ) 声 
称 他 不 相信 安培 的 证 明 ， 


2. 波 尔 察 诺 和 黎 曼 的 例子 


无 处 可 微 连 续 函 数 的 第 一 个 例子 是 由 波 尔 察 
诺 于 1834 年 在 一 份 手稿 中 提出 的 ， 但 他 的 手稿 
1920 年 才 被 发 现 。 波 尔 察 诺 定 义 的 函数 并 没有 解 
析 表 达 式 ， 而 是 用 一 条 上 曲线 来 表示 的 。 波 尔 察 诺 
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只 是 证 明了 他 所 构造 的 函数 在 定义 区 间 中 的 一 个 
处 处 稠密 的 可 列 集中 的 每 一 点 不 可 微 ， 他 不 但 没 
有 觉察 到 这 个 函数 具有 处 处 不 可 微 的 特性 ， 而 且 
对 连续 性 与 可 微 性 的 关系 持 有 错误 的 看 法 ， 他 在 
1847 年 出 版 的 一 本 著作 中 认为 ， 除 自 变量 的 一 些 
孤立 值 外 ， 连 续 函 数 是 处 处 可 微 的 。 波 尔 察 诺 孙 
数 的 无 处 可 微 性 是 后 来 由 长 . 理 赤 立 克 、G. SE 
列 夫 斯 基 与 A. N. 辛 恩 等 人 证 明 的 ， 见 C390. 
C231, C241, C417. 

黎 曼 的 一 些 学生 声 称 ， 黎 曼 曾 于 1861 年 在 他 
的 演讲 中 给 出 一 个 用 无 穷 级 数 表 示 的 函数 


~、 sino) 
f(x = S 
作为 不 可 微 连续 函数 的 例子 ， 但 黎 曼 和 他 的 学 生 
均 未 发 表 过 这 一 论断 的 证 明 。 直 到 1916 年 黎 曼 函 
数 的 不 可 微 性 才 由 G. 开 .哈代 加 以 证 明 , N. C189. 


5。 维尔 斯 特 拉 斯 的 发 现 


第 一 个 公开 发 表 的 无 处 可 微 连续 函数 的 例子 
是 由 维尔 斯 特 拉 斯 构造 的 如 下 函数 ， 


fa) = Da (b" 2x) 


其 中 5 是 一 个 奇 整数 ，0 <a<1， 且 ab>1+ 3%, 


早 在 1860 年 维尔 斯 特 拉 斯 就 发 现 了 这 个 例子 ， 并 
在 他 的 多 次 演讲 中 提出 ， 但 直到 1875 年 才 由 杜 布 
巨 一 雷 莹 加 以 发 表 ( 附 有 维尔 斯 特 拉 斯 本 人 的 证 
明 ) ， 

维尔 斯 特 拉 斯 的 发 现在 当时 的 数学 界 引 起 了 
EHR, If At R N KN, E 
在 直接 的 知觉 或 是 在 批判 的 理解 方面 ， 都 同样 非 
Kan.” 

维尔 斯 特 拉 斯 的 发 现 不 仅 最 终 地 结束 了 想 要 
证 明 最 一 般 形 式 的 连续 函数 的 可 微 性 的 企图 ， 而 
且 开 以 了 一 个 新 的 研究 领域 一 函数 不 可 微 性 的 
课题 ， 这 一 课题 对 数学 家 奇妙 思维 的 训练 起 了 重 
要 作用 。 自 维尔 斯 特 拉 斯 以 来 ， 人 们 对 它 的 研究 
延绵 至 今 犹 未 停止 (参见 本 书 所 引文 献 〉. 


4。 有 关 维 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 一 些 工作 


自 维尔 斯 特 拉 斯 的 结果 发 表 以 后 ， 有 大 量 的 
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论文 围绕 着 维尔 斯 特 拉 斯 函数 的 不 可 微 条 件 进 行 
HR. 
维尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 函数 
Aa CO" rx) (1) 
不 具有 有 限 和 无 限 的 导数 的 条 件 是 


0 一 a 一 1， >1+ W 


其 中 b 为 奇数 ， 
布朗 维 欧 [10] 直 接 改 进 了 维尔 斯 特 拉 斯 的 结 
果 ， 他 给 出 的 条 件 是 


0<a<1, abo F(a) 


其 中 b 为 奇数 。 
使 (1) 不 存在 有 限 导 数 的 条 件 也 疲 给 出 ， 
狄 尼 5C163 给 出 的 条 件 是 
abel, ab’>1 +37’ 
勒 茨 C253 给 出 的 条 件 是 
ab>1, ab’>1i+n 
His BA SE IEC 107 ERREFE 


ab>1, ab>1+ 57 a) 


所 有 这 些 条 件 中 都 事先 假定 5 为 奇数 ,但 犹 尼 证 


3＋7 1-a 1 
b 7 oe mg a 
QD>11 2 1 一 3Q 3 
或 
， 1-0 ge 
ab>1, ab’>1 + 169° nz 41 


则 b 为 整数 的 限制 可 以 取消 。 

最 好 的 结果 是 哈代 [18]、5193 得 到 的 ， 他 证 
明 当 O Tal, abel, bRR NEN, 
% 


Ya”cos (b’rx) Sya'sincb'nx) 


都 处 处 不 存在 有 限 导 数 。 他 还 证 明 ， 如果 去 掉 
“有 限 ” 一 词 ， 则 上 述 结果 不 再 成 立 ， 


3。 历史 上 的 一 些 重要 例子 


由 于 其 它 一 些 有 关 问 题 的 缘故 ， 差 不 多 十 九 
世纪 末 叶 和 本 世纪 初叶 所 有 从 事 数 学 分 析 的 卓越 
数学 家 都 曾 致力 于 构造 一 些 新 的 无 处 可 微 连续 函 
数 以 及 阑 明 它 们 的 性 质 ， 下 面 所 举 的 是 历史 上 的 
一 些 重要 的 例子 ， 


er 


C1) RO<a<i, LAR, UM 
ab>1+ , Kab 1 (I- 


Rt, Talos (bc) 处 处 不 存在 有 限 和 无 限 的 导 


数 。 
( f Kr an , N. BR MER) 


(2055 -sintz 处 处 不 存在 有 限 的 导数 ， 
RE, MAR) 
(3) Ko Carl, b=4m (1 为 正 整数 ) ， 
I 4ab>1+ 3% t, HdCrma’sin*xx) (| 6()| 
=1) 处 处 不 存在 有 限 和 无 限 的 导数 ， 
| ( 狄 尼 ， 波 特 ) 
(4) Koca l, bK, d u ab H, 
>》a"sin(b"z) 处 处 不 存在 有 限 和 无 限 的 导数 。 


( 波 特 ) 
(5) Ko<a<ı, bD=4m+1(mMHBR), 


u 4ab>1 + Sem, TLarsin(b n 处 处 不 存在 


有 限 和 无 限 的 导数 。 
KE, KEN) 
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(6) BOSON b=4m+3 (7 为 整数 )， 
I abo i 一 一 时 ， J, >, (-I) ,sin( r) 处 
处 不 在 在 有 限 和 无 限 导数 。 
( 克 洛 普 ) 
(7) la |>ı+ Sari 


D asino aX), Dosen xX) 
处 处 不 存在 有 限 和 无 限 导数 。 
Km) 
(8) 设 lal >1+ = m 


a" ` 
Lise GAT HAI En Dar 
处 处 不 存在 有 限 和 无 限 导数 . 

| G&A, KB) 
(9) Kal>ı+ 32 2 
— _ 
1.5.9 (u 1) 
处 处 不 存在 有 限 和 无 限 导 数 、 


sin(1 5.9 (AN + DA) 


(KA, KM 
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(10) 设 有 六 ;表示 任 一 个 十 进 无 穷 小 数 , 则 
D sinaosa), G7 c0s(10" nr) 


处 处 不 存在 有 限 和 无 限 导 数 ， 
CBF) 
al) TO C =I, M 


La'sin(a'næ) „Tacos (aunæ) 


处 处 不 存在 有 限 导数 。 
(FIR, AO 
(12) K yr) 是 周期 函数 〈 周 期 为 1 ) ， 
其 中 


x, “4O<x <} 
y(x) = 
1 =X, MI<r<l 


LO Ce I, ab>4, MN. (b DEN f f 


限 和 无 限 导数 RER. 
( 费 伯 ， 克 洛 普 ) 
(13) 设 p(%) 是 辕 期 为 2 的 函数 ， 其 中 


| x, 0 0 


No Ca , b Am I mνERN ) Habe 4, N 
Deo Cb"x) 处 处 不 存在 有 限 和 无 限 导数 ， 


(ARE) 
(14) KO Ca I, bD=4m+3 (MAHER, 


ab> 4, WY C Dap Cb"x) 处 处 不 存在 有 限 和 无 


限 导数 . 
( 克 洛 普 ) 
(15) N 0<a<1, b HAR, H ab>1+ 


—— Ma” sin 处 处 不 存在 有 限 和 无 


MNS N. 
(KK) 


(16) 当 |x |>1+ m, 


K* x" 
In, Sinn HX), Lal cos (ny ax) 


不 存在 有 限 和 无 限 导数 . (e, WH) 


1。 两 个 引 理 


在 系统 论述 无 处 可 微 连续 函数 的 构造 之 前 ， 
我 们 先 给 出 两 个 引 理 作为 准备 ， 利 用 它们 来 证 明 
连续 函数 网 不 可 微 性 时 ， 往 往 比 直 接 按 定义 证 明 
要 简单 得 多 . 

引 理 1 设 沙 数 在 Xx, 处 具有 导数 Fa) (有 
限 或 无 限 ) , c., Xx' 是 满足 如 下 条 件 的 两 个 实数 
列 ， 

X. S. SK, Ka, 
lim’, ~X,) =0 
则 


lim an Fa) f. 
2 n~ Xn 


(*.) (1) 
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TERR EFE f) =4 为 有 限 的 情况 。 任 
Me, Nö O, E] x -. |< OMA 
| f(r) F- Ae &.) |<el -&. (2) 
取 正 整数 N, 使 当 n>>N 时 有 
. Hy Co. K ~ X |< 
则 当 ? 之 六 时 由 (2) 有 
| fn) ~ fe) A (A. ,) [LE [En — | 
fx) — fF) - A, - Cel -=. 
从 而 有 
G ~ Fan) — A’, -,) 
SI fa - fe) - A’, El + | fx,) 
~ f(x.) - A(x, -X)| 
Te, -&. ef Xo Se (A.- K.) 


即 
Fan) = fx) Are 
X „KX, , i 
从 而 《 1) Nx. 


下 面 考虑 了 (zx = + co 的 情况 。 此 时 对 于 任 
给 的 M >0, 存 在 6>0， 使 得 当 0<z- , Sd H 


FC) -fD Mx) (3) 
AO C. & <h E 
f) - FO M (x. -) (4) 


NIE NN, EE An NH 
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OKL- XL’, OS, -* <6 
FH 4n> NH (3) 5 (4) A 
fa - f(x.) M (X“, - .) 
f(x.) — F( MG. ,) 


从 而 有 
Sa) ~ Fam = FOC) -xD f(x. 
=f (xX;) 
MC(æ', -,) + M(x, -,) 
= M (“, -,) 
Bp 


f() TLD oy 
* K. Z 
于 是 就 证 明了 当 f = oH (I) NR NM. 
同 理 可 证 当 F (x.) -oc 时 (1) WR. 
引 理 2 R/O, 外 具有 有 限 的 右 导 数 
FQ) A, AME NM, X., x, M F KH 
的 两 个 实数 列 
X. S. &&, 
* K. (A .) (5) 


lim x’, =X, 


on 


则 
lim Le Ar =A 


seo n ~X, 


(6) 


证 明 ”由 假设 可 知 ，f(X) 可 表 为 
f(x) =f) + AX- . + a(X)(X—-X), 
XX, (7) 
FE a(x) N . + OM HF), Hale) O, 
H (7) 1 
F (&) FG.) + AC, K,) (A.) l 
(Xn Xa) (8) 


F( X“) = fX + AC’, - ,) (“,) 
x, 一 &.) 《 9 ) 


111 (8) f (9) 有 


Se) -fc -4+ 1 ca) 
X K, * Xn 


(Xn — K.) - (&,) Xn K.) (10) 
由 (10) F (5) RB (60 
E 关于 左 导 数 有 类 似 的 结论 成 立 。 


2。 维 尔 斯 特 拉 斯 结果 的 证 明 


根据 一 致 收敛 性 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 连续 
性 是 显然 的 ， 下 面 我 们 来 证 明 它 的 不 可 微 性 ， 
定理 设 0<a<1, RAH, > 


f(x) = La“ cos (bn 
a= 


如 果 
ab>1+ 5-4) (1) 
则 fx? 处 处 不 存在 有 限 的 单 侧 导数 ， 如 果 
ab>1+ 2 (10 (20 


uf (20) 也 处 处 不 存在 无 穷 导数 〈 双 侧 ) 。 
E 条 件 (1) 与 (2) 均 比 维尔 斯 特 拉 斯 原来 的 条 件 


ab>1+ Ey. 
证 明 设 X 固 定 。 对 于 任何 正 整 数 n, 存在 唯 
一 的 整数 NN, ,使 得 
bn (N, - +) Ab, + +) 
令 
x, =b" (N, + 2 „ * b =( N. 41) 
u 
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由 (3) 与 (4) 有 
X — > (ra 
令 
Sad - FR) -S, (Xi, ,) 
+ R, (X, Xa) (5) 
其 中 


S. (& „K) = La (eo x’, ~ cosb 2x,) 
a= l 


w 


R, (&, x.) Ya (cor — cosb*rx,) 
=s 


K = ATI, ion, 
ka — i 1\_ 
cosb'nx, = cosbin (N. +2) =0 


cosb‘'zx', = COSbir(N +1) = ( JM" 
于 是 


R. (&, ,) =-—q" Jac- 10 K 


(- 1) *na" 
1-a 
对 于 Sn(Xx',X,) 中 的 项 ， 利 用 不 等 式 
| cosx - cosy |<] x-y] 


及 (4) 得 
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IS) | 去 = yb 


axe 


Ron, (ab) 1 za" 


<7? “ab-1 2(ab—-1) 
(7) 
由 《5) — (70 有 
| f(x’) = f(x) [> (1 a 21a a 
or (8) 


其 中 


H (3) F (70 & 


fc’, 一 KEM) n 


Hab>1, kh » 有 


oe — Xn 


于 是 由 引 理 2 知 ，f 在 x 处 不 可 能 存在 有 N 的 右 
导数 。 
AATE (r) 也 不 可 能 存在 有 限 的 左 导数 ， 
以 下 证 明 当 〈 2 ) 成 立时 f(x) 也 不 存在 无 穷 
SM. Ce. b (N. - , MC, CR Cx, E 
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ob . (10) 
类 似 有 
jan 一 fe, = Sn (A., „ + R, (, on) 
(11) 
E. (u., C A (12) 
7 3 
| S, (&, S n) I<zab -iy (13) 


由 (11) — (13) 有 
(- 1 * Cf (Xp) = Je’) = 


a" 
1-a 
+ 《一 1058, (&, 85 


a” : 
> 1-a — S, as | 
a” _ 3na" pan 
> Ta zab- 7"? (19 
其 中 由 (2) 有 
37 sg 


T= 1-a ~ 2(ab- 1) ° 
H (10) 及 (14) 有 


2 m 
* 85 (ab) (15) 


fH Fab>1, K (15) 有 


25 


lim (Def Az) 一 了 (6 = + 


e Xn — 6'n 


(16) 
Sk. -b (N,- 4), Ak, r , 同 理 可 


证 
= DrnCfCz -fI 2 7 (aby- 
xo En 3 
由 此 有 
lim ec I - an 
s- x n— Sn 


Hi (16) 与 (17) #1, MR (N) 中 含有 无 穷 多 
ram, 则 
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如 果 {N,} 含 有 无 穷 多 个 奇数 ， 则 
lim f= 1 22 _ 
—5 *. E'n 
im ICG. fey 
so * 

由 (18) 一 21) 及 引 理 1 知 ，f 在 XxX 处 不 “可 能 存在 无 

穷 《 具 有 确定 的 符号 》 导数 。 


一 Se (20) 


= +00 (21) 
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5. 凡 德 瓦 尔 登 的 例子 


无 处 可 微 连续 函数 的 另 一 个 著名 例子 是 凡 德 
瓦尔 登 了 于 1930 年 提出 的 ， 这 个 例子 实质 上 是 根据 
与 维尔 斯 特 拉 斯 的 例子 相同 的 想法 而 作出 和 的， 只 
是 把 振动 曲线 y = cosrX 改 为 振动 折线 。 

设 

p(x) K], I=] 
并 通过 规定 

PX + 2) = p(X) 
把 9 的 定义 域 扩 张 到 所 有 实数 ,扩张 后 的 函数 
P(X) 可 以 看 成 是 X 与 最 接近 的 偶数 之 差 的 绝对 
值 ， 显 然 它 是 (- 00,400) LH ER RBH. + 


fœ NZ) d (1) 
由 于 0<<g(X) l, KH KAN AKE, F) 在 
(O, oK. 
FERKEARE MKAA 
导数 。 设 Y 固 定 。 对 于 任何 正 整数 /0， 存在 唯一 的 
整数 N;, 使 得 
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N. - 1 N. 
令 

* 4 Ni, X 4 (N. 1) 
考虑 数 4, Gate’, Hpk N AE MEN. Ak n 
时 ， 它 们 的 差 为 偶数 ， 当 =n 时， 它们 都 是 整 
数 ， 差 为 1 ; 当 k<n 时 , 在 它们 之 间 没 有 整数 ， 
上 且 其 差 为 4*“*。 由 于 g 是 以 2 为 周期 的 函数 ， 且 
在 相 邻 两 个 整数 之 间 的 图 形 为 斜率 的 绝对 值 等 于 
1 的 直线 段 ， 故 有 


0, ıuk>n, 
par’) - pC4*x,) |= | 


由 (1) 与 (2) 有 


F'n) - Fan = D(F) eur) 


á= 


一 (4K) 


sa-l 


| FD ~ fn) |= (2) A 


由 此 有 
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FP 
er >43 (3) 


n Tr, <a, noote, A 


x, 一 Xn = 4 "> 2 5 7 Xn) 


故 由 引 理 2 K, (30 表明 f 在 x 处 不 存在 有 限 右 
导数 。 辣 理 可 证 /不 存在 有 限 的 左 导数 。 UL 


4. 一 般 情况 


维尔 斯 特 拉 斯 和 凡 德 瓦 尔 登 的 例子 都 是 通过 
一 致 收敛 的 函数 项 级 数 来 表示 的 ， 这 种 构造 无 处 
可 微 连 续 函数 的 方法 可 以 推广 到 如 下 一 般 情况 ， 

定理 设 pCx) SME NN A N N 
KN N BR, IN AEN, bK 1 的 整 
N. YET, (HERB, 
On = pip pn. MER 

1° 有 无 穷 多 个 nz 使 p, 能 被 整除 (I h n 
的 全 体 为 E)， 

2” 对 一 切 整 数 k 有 

Pk) =a (1) 
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%% - D (2) 


3” 存 在 6> r nr 


2—1 


a,b. S N a,b, | l (3) 


4=1 


则 


fix) Na. (b. * 00 


a=] 


是 无 处 单 侧 可 微 〈 即 处 处 不 存在 有 限 的 单 侧 导 
数 ) 的 连续 函数 。 

证 明 由 于 9 是 有 界 连 续 函 数 ， 故 〈4) 一 
BR, AM fc) 连续。 下 面 我 们 来 证 明 f(z) 处 
处 不 存在 有 限 的 右 导数 . 


BA, . Wer, WEEE K n, 在 


在 唯一 的 整数 N,, 使 
(N. - 10 l. SCN, A, C5 ) 
令 
Xn = Nu Aa, K'a = (Na+ 5.055 (6) 


则 有 
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, -A 
An K = (7) 


由 李 普 希 效 条 件 知 当 k<<7 时 有 
Ab. 
D 


| p (bX) — Pb) S (8) 


XH (1) 与 (2) 有 

| p bX’) - ,) [SA (9) 
Alen Ib, If EN, kn IHN 
18 E (Mp. RER) Ib H N | N K ff 
. TEH (1) 有 

pbx) -p br) = 0 (10) 
H (8) — (10) 4n+1C ENA 

( - FC [Al a, | 


一 FU a,b, | (11) 


由 (3), (70) K (11) win 16 E 目 mn 充分 大 时 有 有 


fer FCn) | Adland, | 
Xn K 7 l 


=- 4 a,b, | 


&=1 


(> Me - 40 ab; | 


áz 
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ant 


20 > a,b, | (12) 


4=1 


Hpo- 7 275 - A>0. 由 (12) X (30 BRA 


lim ie) = Le = +00 (13) 
H (5) — (7) I, <a, Cn, 4 ?oo 时 
X „&, H. 
xx. = An NK N 
* bb 

故 由 引 理 2 知 ， (13) 表明 在 x 处 不 存在 有 限 的 
ASS. 

. 同 理 可 证 f 不 存在 有 限 的 左 导数 ，。 口 

注 ”条件 3 成 立 的 一 个 充分 条 忻 是 


-r> 2 +1 (00 


b 
lim | 42 
© | Ong bns 


EN 由 斯 托 兹 定理 及 (14) 有 
1 5 


5 laxbrl 
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Um 12255. — Jan-sbns) 


lim ; so ,ꝗôP au ib al 


s= 


- (is) 
m (15) 知 ， 存 在 se 之 0 MANN N XNA 


30 
a. b. (H e)) laxbsl 
&=1 


d= 5 8 (80. 


由 以 上 的 定理 并 应 用 注 中 的 充分 条 件 易 证 以 
下 各 例 中 的 函数 都 是 单 侧 无 处 可 微 函数 ， 


41 Lend. D )"sin(b"x), 
其 中 a 二 1 为 实数 ，5 为 大 于 2 NEA. 


例 2 Jarsinerz), 85 1)"a"sin(b"x) ,. 


s=} 


HHO<a<1,0HE BR, Hab> =? 1, 


3 SL 1 co (br), ESP Ecos (b), 


s=] 


其 中 c> 1 为 实数 ，b 为 大 于 1 的 整数 ， 
对 于 以 上 三 例 在 验证 条 件 OO 时 ， 可 分 别 
应 用 不 等 式 


。 2 Xx 2 
sing >= B 5 ( 


1- ote = = 2sin’ BD 
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例 4 Le ), yor (b'x), 


其 中 p(x) 为 x 与 最 接近 的 整数 之 差 的 绝对 和 值 ， 
4 之 1 为 实数 ，b 为 大 于 2 的 整数 。 


例 5 Parvo"'r), NC- De, 


a=} 


Hh () II ff 5, 0<a<ı, b ER, Hab> 
2. 


= 用 小 数 定义 的 无 
Ah Wy Hie Se IK 


。 布什 的 优美 例子 


氨 今 为 止 最 为 简单 和 初等 的 无 处 可 微 连续 务 
数 的 例子 是 1952 年 美国 数学 家 布什 提出 的 〈 见 
c ， 布 什 的 优美 例子 是 利用 实数 的 小 数 岳 式 
来 定义 的 ， 设 b 为 大 于 1 的 整数 ， co. 174.0 
实数 ， 其 b 进 位 小 数 表示 为 


X = 0. i. K = > shi X = 0, 1, tony 
421 


b-1 (1) 
利用 二 进 小 数 定义 函数 & = 了 (Xx) 如 下 
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U=0.UU Up= 2 250,1 (29 


ami 
u,=1 (3) 


| Us MRR 
Urs, = 

1 一 Wxs MAX Er, 
易 知 ， 尽 管 某 些 x 有 两 种 b 进 小 数 表示 法 ， 但 按 


(2) — (4) 定义 的 函数 (x) 是 唯一 确定 的 ， 
事实 上 ， 设 


(4) 


E (x, Ob, Kur =0) (5) 


; 
M., 


是 x 的 两 种 0 进 小 数 表示 ， 由 于 《3 ) 中 心 之 值 公 
KAT (1) 式 的 前 k 位 小 数 ， 故 当 x 分 别 由 (5 ) 
与 6) 表示 时 ， 了 (x) 之 值 分 别 为 


u= 2 1-4 


1 Ur ‚U, 1— 5 
W-D trt ba 
421 kzat) 
—1 i 
u 
= Qi get 
a= 1 ; 
下 面 我 们 来 证 明 ， 


1) fG) 是 连续 函数 。 

设 XE C50，1)， 且 X 与 (CX) 分 别 由 《1) 与 
(2) 表示 。 我 们 约定 ， 如 果 xY 有 两 种 U 进位 小 
AERE, M (1) RMR Bx, HAO 的 形 


R. H Re O, 取 正 整 数 n 充 分 大 , 使 得 Se Ce, 
令 


A 


melee en RDE x E 


x= O. &... KK naa (7) 


i 185 8 
‘olf 


令 
San) SOU U u 《二 进 小 数 ) 
因为 wx' 仅 依 束 于 《7 》 的 前 kK 位 小 数 ， 故 有 
Uk = uf, 1Sksn 


ET 


If Cx’) -fx)) <r<e 


F TE H KK. 
同 理 可 证 f 在 C0, 1) 中 左 连 续 ， D 
2) Abo 2H () 处 处 不 可 微 。 
设 Y 与 fx 分 别 由 《1) 与 (2) 表示 。 取 
* S C0, 10, 设 其 bp 进位 小 数 表示 为 
HO O. E, Ky na TX nt (8) 
FOP A Rus, = Uns 则 Pe N, MU, = 1 
Uns 则 N. = &,; MW BU ns. = Uns WR AE 
Kan IN = 1- Un, WRX Ae ney 如 
Nur: =l- u, WX nes Xna Mk>n+ 2 
Rt, HER, K 
FCM) b. u,. U 《二 进位 》 
则 由 定义 有 
Uk u, I k n 


Uns, =I- ups Une: = Unes 


由 此 有 
My _ = | 5 u; Ur >l 
Fem TD Atak 
(9) 


WH (1) 5 (8) # 


(10) 


fa” 


由 (9 ) 与 (10) 得 
pe Jæ | >" 


Hy K b 25 A 


lim oo f(x) 


s>% ) X 


= +00 


故 f 不 存在 有 限 的 导数 。 o 


2. 布什 方法 的 初步 推广 


布什 提出 的 利用 小 数 构造 无 处 可 微 连续 函数 
的 方法 新 颖 而 巧妙 ， 它 是 后 来 刘 文 、 斯 威夫 特等 
的 一 系列 工作 的 生长 点 (参见 C49 一 (54) 及 
C473) 本 节 中 我 们 给 出 这 个 方法 的 一 个 初步 推 
”. 

设 2 为 大 于 1 KBR, ECO,13, Kbit A 
数 表示 为 


X . &. &. & Kr = , 1 0-1 
(1) 
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ALAA RED BCE Au = SAMT: 


U=0.UU Ur; Uy = O51 (2) 
EPU SEX, Xa , TH- AH: 
Uy = yg CX yy , Hy) (3) 


Cu ARB C1) 的 前 K HN), H 
AKO IRT, u, (RR) 满足 如 下 条 件 ， 
Un 24%, = K, =OMD-1 
— — 1 Uri 4X, = ORNb- 1, HN 
(4) 
和 上 节 的 情况 类 似 ， 由 (4 ) WA, RER x 
有 两 种 8 进位 小 数 表 示 法 ， 但 以 上 定义 的 函数 
1 (xX) 是 唯一 确定 的 同样 由 《3 ) 可 证 f(x) 是 
一 连续 函数 ， 
下 面 我 们 要 证 明 当 5 之 3 时 ，f 了 (xX) 处 处 不 存在 
有 限 的 单 侧 导数 。 
NXS 50，1)， 且 X 与 1《X) 分 别 由 《1) 与 
(2) 表示， 我 们 约定 ， 如 果 X 有 两 种 b 进位 小 
数 表 示 法 ， 则 〈1 ) 取 从 某 位 起 zx 恒 为 0 的 形 
N. 于 是 存在 任意 大 的 正 整 数 %， 使 Ze<b- 1。 
设 
x” = O. X. TERTE & (bu r) 
FC 0. , u, . ur 《二 进位 ) 
其 中 
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X Kr, ISK n 


Xn =b- 1; 
{0 Mins, = Un 
Kr, = 
1711 lb- N 
1, “Gn, = 1 Un 
, no uns: = Uns 
Xar = 


|b-1- * , Mtns 1 Wass 
Yk>n+2m, 2 ER. APR” Kat 1 位 
小 数 确定 后 ，w's+, 即 被 确定 ， 故 上 述 规定 X's+: 的 
方法 是 合理 的 。 由 定义 知 ， 当 1<k<n 时 ，w' = 
ur RUN 1 un, WU ne, = Uns MU’, = n, 
Mur = 1 - Uns MIU ner = Ut::， 故 不 论 何 种 情况 
恒 有 


Fam) e, 


o rr ， 于 是 


fa") -f(x) > ' 
K 
由 于 n 可 以 任意 大 ， 故 由 上 式 知 (Xx) 不 存在 有 限 
的 右 导 数 。 
同 理 可 证 f(x) 在 (0，13 中 处 处 不 存在 有 限 的 
ER. 


“ar> (Yno) 


3。 仅 使 用 二 进 小 数 的 构造 方法 


布什 的 方法 同时 使 用 了 二 进 小 数 和 b 进 小 数 ， 
下 面 我 们 给 出 一 种 仅 使 用 二 进 小 数 的 构造 方法 。 
NS Co, 10, 其 二 进 小 数 表示 为 


& O. .. f · * = 0,1 (1) 
HAZIA ELAR = fo: 
u = 0. u u Ug, Up= 0, 1 (2) 
其 中 
u,=1 
4k> wt, 


-U MN Xi Xa) = (Kr. . E20 


41 , WR (T. x. ) N (Tit., .f. 
(3) 

易 知 ， 尽 管 革 些 zx 有 两 种 二 进 小 数 表示 ， 但 

按 上 述 规定 所 定义 的 函数 f(x) 是 唯一 确定 的 。 事 

* E, * 

X O. &. 4 1000 (4) 
o. . ., 0111 (5) 

是 zx 的 两 种 二 进 小 数 表 示 ， 由 于 〈2 ) 中 ui zi 


*. 
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— 


KERF CG) 式 的 前 2K 位 小 数 ， 故 当 x 分 别 由 
(4) 5 (5) 表示 时 ，f(x) 之 值 分 别 为 


w 
— Unti | 1- Uns, 
u + 27 + 2 2 K 


4122 


Uk 二 1 
te 


a=] 


Ul 2: + Urn, , toe 
2 


2 


a= 


AU =u’, Hans, REINER 
RN 
* = O. K . & 1000 
=0.X Line OL11 
时 仍然 有 2 =w, 
”为 确定 起 见 ， 我 们 约定 ， 如 果 x 有 两 种 二 进 
MEER, W (1》 取 从 某 位 起 Xi E 为 0 的 形 
A. 本 节 中 所 使 用 的 小 数 均 为 二 进 小 数 ， 我 们 不 
再 -一 声明 ， 
下 面 我 们 来 证 明 : 
1) f(xX) 是 连续 函数 . 
Brel D, Ar fH (10 与 


a4 


(2) N. 任 给 eO 0, 取 正 整数 ?充分 大 ， 使 
i <e, 令 


* = O. K. . LL 1 
则 当 Y<x'<2x* 时 有 
* O. & K Kan K in 
令 
fa) =0 . U u. ye 
Nu NN NT 的 前 2K 位 小 数 ， 故 有 
uU'=u, ISK n 


于 是 


F -F < 25 Te 


故 f 在 x 处 右 连续 . 

同 理 可 证 f 在 (0, 1D 中 左 连 续 . 

2) 了 (xz 处 处 不 存在 有 限 单 侧 导数 。 

N SCO, D), H&H 了 (X) 分 别 由 《1) 与 
(2) 表示 。 根 据 前 面 的 约定 ， 存 在 任意 大 的 正 
BAM, 使 得 Zn = oO, RAn<M<2(n+1), FS 

X = O. NX . * 
fan) O. uu, . u one 
其 中 | 


x KH, AIK m; 
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*r = , zn CK n I Hkæm; 


0, %42(n+1)<k<2(n+4 2) 
l, M2ln+2)<ks2(n+3) 
Bun = An 
0, M2(n+2)<ks2(n+3) 
x, = Bus, =1- An 


*  42(N4+3)<k<2(n+ 3) 
Hunt = Uns 
I-“ Y2ln+3) KKS n+ 4) 
Au.=1-Uns 
对 于 所 有 其 它 情况 ，Xx' 任 意 ， 由 于 x’ NN NT 
(6) 的 前 2k 位 小 数 ， 故 上 述 归 纳 地 定义 Xs 的 
方法 是 合理 的 。 由 (3 ) 显然 有 
4 1% = 1 Unes Wee = 


Unts 


RA 
Ifo FC 


Pr 


另 一 方面 我 们 有 


0<%'- * A 


TRA 


I f(x) - f(x) | 27 an 
I or 2 (7) 
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由 于 ?可 以 任意 大 ， 故 由 《7 ) 知 f 在 * 处 不 具有 
有 限 的 右 导 数 ， 
同 理 可 证 f 在 (0, 17 中 不 具有 有 限 的 左 导 数 ， 


4。 一 类 连续 函数 的 构造 


下 面 我 们 推广 以 上 三 节 中 的 方法 来 构造 一 类 
相当 广泛 的 连续 函数 ， 只 要 对 它 稍 加 限制 就 可 得 
到 无 处 可 微 的 连续 函数 。 

Rb 2 HBR, ECO, 1), 其 b 进 小 数 表示 为 

X = O. &. * „ & = 0, 1, "eyb 1; (1) 
Zain} Kh = 6, 1,2, . ) H- 
A, Ahn 0. 利用 二 进 小 数 定义 函数 4 = p(X) 
MT: 

U=0.UU % „ UL=0, 1 (2) 
其 中 

Uy = Gi yy Xis „ Xn) . 
是 各 变 元 都 在 {0, 1,…,b-1} PRG H N 
10, MER, u K. E 1 时 ,zx 按 如 下 方式 
归纳 地 定义 ， 

1 如果 xiGak-:<is<symr) 同 时 为 0 或 同时 为 
5 — 1,4 
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Ur = Ugur 

2° WRL (N i nt) 同时 为 0 或 同时 为 
b-1,Mrj(n. .<jsn.) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 
xn, M 

Up= l~ur 

3° 如果 K ( Li ng) 不 同时 为 0 也 不 同 

时 为 1, 则 令 

u (K., K., „ Xi) 
其 中 gx 是 各 变 元 都 在 {0, 1,…，b 1} 中 取信 而 值 
城 为 {0,1} 的 任意 nt 元 函数 . 

易 知 ， 这 样 定义 的 4r 仅 依赖 于 X 的 bp 进 小 数 
表示 式 中 的 前 ?x 位 数字 ， 即 是 X,,X,，…, l 的 
某 个 函数 : 

Uy = CC) (3) 

Æ 对 于 情况 3 "有 

hx (ly Ka, az) = Gk (K, Kan, Kng) 


仿照 上 节 中 的 讨论 ， 由 1" 与 2 RE, RER 
N N fh R NN N NHK, IHN EN N 
义 的 函 教 了 (zx) 之 值 是 唯一 确定 , fn m (3) 
则 易 证 1(X) 是 连续 函数 . 

PMB KITES CDR AT RER. 

设 XE (0, 10, HH fx) 分 别 由 C1) 与 
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(2) XR. NIE, MN I Nb H 小 K 
ARK, W (1) 取 从 某 位 起 xx* 恒 为 0 的 形式 。 
于 是 存在 任意 大 的 正 整 数 !， 设 7 <S Nnm W 
得 zi<b- 1. 

X = O. & X.. . K (b 进 位) 
Fe) -O. uu. ur. 《二 进位 》 
其 中 
Xi = Xi 1 SKI; 
* 13 
, (Ning CİS Nm) = 05 
O, MR Uns = mas 
* (n, Li nne) b 1, Rum: 
1 - Un 
*, MU mss 
=U mrs 
b-1- Ka 如 果 
Umt = 1-Unss 
WTRAR EAR, AER. H FA HD 进 小 数 
表示 式 中 的 前 mn+ NN H, Ume BUR 
定 ， 故 土 述 规定 z'* 的 方法 是 合理 的 . 
易 知 ， WM RU me = 1 一 Un+,s Wu nag = Umass 
MRU ns, =Umess WU mis=1- Unisys Hu“ 


Umess 故 不 论 何 种 情况 ， aa 


NH cp n = | 


49 
HD- HE er (4) 


又 显然 有 
<a! . (5) 


H (40 45 (5) 有 
FEH |> brm (6) 


一 ome 


F nm, MHH (60 有 


f(x) -fx) Ib * 
aoe Para m 


由 ?rr 可 任意 大 ， 故 由 《7 〉 知 ， 当 b 之 3 时 f(x) 在 
X 处 不 存在 有 限 的 右 导 数 。 如 果 b = 2, 则 由 (6) 
有 . 

er I > ote mt (8) 


从 而 由 《8 ) A, WR 


lim(n, - k) = co (9) 
则 f 在 Xx 处 不 存在 有 限 的 右 导 数 ， 
同 理 可 证 当 b 宇 3 或 (9 ) 成 立时 ，f (Xx) 在 
(0,1] 中 处 处 不 存在 有 限 的 左 导数 。 


进一步 的 讨论 参见 [507。 


构造 无 处 可 微 连续 
图 数 的 其 它 方法 
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1。 利 用 小 数 和 级 数 的 构造 方法 


在 第 二 部 分 和 第 三 部 分 中 我 们 分 别 讨论 了 利 
用 级 数 和 小 数 构造 无 处 可 微 连 续 函 数 的 问题 ， 本 


节 中 我 们 将 这 两 种 工具 结合 起 来 使 用 . 
设 XE C0, 了 ,其 十 进 小 数 表 示 式 为 
& = O. Hyer & , OSL e C1) 
+ 
f=} 4S (2) 


k=! 


` 其 中 必 > 1H, u (w) = 1; Ak Inf, 


_ für-ı> MER, = r-, 


Wr = 
la 一 Muri, METER, 
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a — + 


HM, RENTE AW 种 EN & NIK, 
但 按 上 述 规 定 所 定义 的 函数 了 (xX) 的 值 是 唯一 确 
ER. K E., K 
X O. KM . 000 „ X,>0 (3) 

和 

& = O. X LyX 999 K'a XK. 1 (4) 
是 Xx 的 两 种 十 进 小 数 表 示 法 ， 由 于 4 之 值 仅 依赖 
T. (I) 的 前 Kk 位 小 数 ， 故 当 xX 分别 由 《3) 与 
C4) 表示 时 ,f(x) 之 值 分 别 为 


u= 5 SE , (1-50 y+ At. 


42 148 241 a=! 


17 N E+ T +a- Dw, X 4 


k=1 ehr 


用 归纳 法 易 证 ， 当 1<4<2 时 有 


(A- D =, <1 (5) 
当 4 之 2 时 有 
1< ju, (A- ) * (6) - 


由 《5) 与 人 6) A, (2) HK K, NFC) 
意义 。 
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下 面 我 们 来 证 明 : 

1) f(xX) 处 处 连续 . 

NC (o, ), H&H fæ 分 别 由 《1) 与 
(2) 表示 。 我 们 约定 ， 如 果 x 有 两 种 十 进 小 数 
表示 法 ， 则 取 末 尾 各 数字 恒 为 0 的 那 种 表示 法 。 

BRAS OAR, f Re O, 取 正 整数 了 充分 


大 ， 使 得 2(1- L) ee. 令 


X* 0. K. ggg · 
则 当 Y<2z'<x*# 时 有 

& O. &.. nr SKI 
HT (2) Pau, NN NF (10 中 的 前 K 位 小 
数 ， 故 有 


, 


f(r’) = 2 ed iF 
FEH (6) 有 


fie) -F < 2. ee u 


<2 >) (4 一 DT 


14821 1 


=2(1-+)"<e 
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故 f 在 zx 处 右 连 续 。 同 理 可 证 j 左 连续 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 1<4 反 2 的 情况 。 

2) 42<A<108}, f(x) 处 处 不 存在 有 R 
单 侧 导数 。 

设 OS Il, HH f(X) 分 别 由 (1) 与 
(2) 表示 。 由 前 面 的 约定 知 ， 存 在 任意 大 的 正 
整数 1， 使 x,<9, > 

* = O. &. 19000 《末尾 各 数字 为 0) 

X = O. &. ,9911… (末尾 各 数字 为 1 》 


则 

& c LX", X" — 4-10 r 

par . * Ir 《7) 
于 是 

x" - xz>2 > a (8) 
BA 


A" 


i A= 2711 


NS U Un ayy! + 1 
N A . (- Hu. N 7 
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F( Xx“) = > st Te r Ir + 


其 中 由 《6) “, 1. TE 
|f CX") = fe) = ll, (9) 


H (70 与 (9) 有 


L (D' —oo(n-»00) (10) 


=x 
RH (8) 7 
Ka) fx) HLA 
** Zu x” — x! 
+ LEG) -fx) | 


4 
* 


<I -fo 


X 


-fE | 
Vo €11) 


由 (10) 5 (DM, 42<A<10M fE x Ab HK 
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F Er H N H Hi . 
EESE COs DIRAETFERRN ETF 
. 


2。 利 用 连 分 数 的 构造 方法 


本 节 中 我 们 用 记号 
Cas Ais ig „ df, «°° (1) 
表示 无 限 连 分 数 ， 用 记号 
Ca.; a, a, , a, (2): 


* N NEN K, NH. NM, a(k>DHE 
Ex LHE RREN (10 K (20 Woki 


渐 近 分 数 。 如果 n>1, 4, = 1, W n 项 连 分 数 
(2) 也 可 以 写成 %~ NE, B 
Ca, Ais , Anois An) = Caa yy , Annas 
Qr 4 13, (3) 

有 关连 分 数 的 知识 可 参考 辛 钦 的 书 C62]。 

下 面 我 们 利用 连 分 数 的 工具 来 构造 单 侧 无 处 
可 微 的 连续 函数 。 

HbA, & co, 10, HMOs NMR 
为 


& = O. K. . . · 4 · QXL <b- 1 (4) 
将 《4 ) 的 各 位 小 数 所 组 成 的 序列 分 隔 成 车 于 
段 ， 使 得 每 一 段 全 由 相同 的 数字 组 成 ， 而 相 邻 段 
的 数字 是 不 同 的 ， 每 一 个 这 样 的 段 叫做 一 个 连 
贯 ， 换 句 话 说 ， 一 个 连贯 就 是 由 相同 数字 廊 组 成 
的 不 能 再 长 的 每 一 个 序列 段 。 一 个 连贯 中 所 包含 
的 数字 的 个 数 〈 可 以 为 co) 称 为 该 连贯 的 长 度 。 
例如 ， 

& 0. 1125556663 

的 前 4 个 连贯 依次 为 11,2,555,666, K K 27 别 
为 2,1, 3, 33 又 例如 ， 
 %=0,221555 《末尾 各 数字 均 为 5 ) 
共有 3 个 连贯 ， 其 长 度 依次 为 2, 1. . 

N SCO, DEN (4) X R. X (4) 
的 连贯 长 度 所 组 成 的 序列 为 (a) HP a, ER 

C4) 的 第 k 个 连贯 的 长 度 ， 如 果 {ax} 是 一 个 无 

AFN, MEN 


FR) CO d., d., , dr. 65). 
如 果 {arj 是 一 有 穷 序 列 ， 
A, G, „dN, dN“ (6) 
Khan, = 00, 则 定义 
F(X) = C0; a., ., av (7) 


MN (aH Na. O, 则 定义 
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fœ =0 (8) 
易 知 ， 尽 管 某 些 x* 有 两 种 b 进 小 数 & N 法 ， 
因而 相应 的 连贯 长 度 序列 {ax} 也 可 能 不 一 样 ， 但 
以 上 定义 的 f(xX) 之 值 是 唯一 确定 的 。 
事实 上 ， 设 XE (o, 是 10 进 有 理 数 ( 为 叙述 
方便 起 见 , 设 b = 10) , 它 的 两 种 10 进 小 数 表 示 为 


X=0. K. . K 000… (Xs>0) (9) 
& O. .. Xa Xn 999 ( = Xn — 1) 
(10) 
设 相应 于 ( 9 ) 的 连贯 长 度 序 列 为 


a,, dns © 
关于 相应 于 《10) 的 连贯 长 度 序列 分 以 下 几 种 情 
N. 
1) K* =, T, X 
2) &. S., X, = X., 
3) Xn= =, T. N 
易 知 ， 对 于 这 三 种 情况 相应 于 (10) 的 连贯 长 度 
序列 分 别 为 
G. „ „ Ay, CO 
a,, * d Nl CN_ 1 
ie e Gyni Gy-1, 1 
且 对 于 第 一 种 情况 有 axw = 1。 于 是 由 连 分 数 的 性 
质 〈3) 知 ， 不 论 z 是 由 (9 ) 或 (10) 表示 ， 由 


C7) MASS Cc) 之 值 是 唯一 确定 的 ， 

以 上 讨论 假定 了 ?> 1 及 N> 1. Nn = 1, N 
n> 1 而 N= 1 的 情况 ，f (Xx) 的 唯一 确定 性 同样 是 
显然 的 ， 

下 面 我 们 来 证 明 : 

1) 1 是 连续 函数 。 

HHH C) 表示 。 先 考虑 {ar} 为 无 穷 序列 
的 情况 ,此 时 f(x) 由 (5) EX, Am, WTF 
任意 大 的 正 整 数 n 《为 确定 起 见 ， 设 7 为 奇数 )， 
当 X' 充 分 接近 XxX 时 ， 可 使 X' 与 x 的 前 Q, + ++ 
ar+: 位 小 数 完全 相同 ， 于 是 

COs yy F (X) <50 Gy, , d 
又 f(C2) 也 满足 上 述 不 等 式 ， 故 有 

FG) - FC) So d, sa.) 

~ [0; Gis „ 10 


— 一 0 (N) 


udn 


FT K. 

现在 考虑 {ar} 为 有 限 序列 的 情况 .我 们 的 
定 ， 如 果 X 有 两 种 b 进 小 数 表 示 法 ， 则 (4) N 
末尾 各 数字 恒 为 0 的 形式 . Na, EIn (6) 
的 序列 ， 此 时 了 (x) 由 (7) 定义 。 易 知 对 于 任 
意 大 的 正 整 数 m, 4x H 充分 接近 xz 时 ， 可 
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Ex 与 X 的 前 a, + + Gy + ?位 小 数 完全 相同 ， 
设 相 应 于 X' 的 连贯 长 度 序列 为 


Qis „ Any Q' Ness QIN+a 


A 
M<a'y+,<0o (11) 
MRNA BR, I 
COs a, ,d TIX) SEO Qis , ax, Av tid 
(12) 
N N He, M 
CO; d , av, A'ya JSS CX’) KL; au say) 
(13) 


H (7), (12), (13) 及 (11) 并 根据 浙 近 分 数 的 性 质 
有 
O< I) ~ F(X) |<] (0; d.. +, ax, ay N 
— C0; 0, san) | 
J 1 
其 中 gw 与 wy: 分别 为 [0 Gis , ax, a'na) KINE 
MN + II 阶 渐 近 分 数 的 分 母 ， 由 于 mm 可 任意 大 ， 
MH (14) 知 f 在 x 处 右 连续 。jf 在 x 处 的 左 连 续 
性 可 类 似 地 证 明 ， 
同 理 可 证 当 {Qx} 只 有 一 项 Q, = co 时 f 也 在 % 处 
连续 。 


(14) 
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2) b> Set fc) 处 处 不 存在 有 限 的 单 侧 导数 ， 
设 XEC0,1) An (4) XN. RNA, 

M OME DRA N K, WW (4) RAB 

各 数字 恒 为 0 的 形式 ， 于 是 存在 任意 大 的 ?使 za< 


b-1. $ 


M c c, H 
my 1 1 "_ 
ar Dem (1B) 


设 相 应 于 xX' 的 连贯 长 度 序 列 为 {a,，…s q, OO}, W 
相应 于 Xx” 的 连贯 长 度 序列 为 {Q4，…，an，1, 0} 
(Kb 2), 于 是 


N 
Vaan 

121 

Ja) = 005 d, , a X 
Ja) =C0; A,, ay, 1) 


" r 1 1 
X 0 (CN = >— 1 
Fan-janl Guanes” Gn (16) 


其 中 gx 与 9v+: 分 别 为 CO; . r Ax, 1 的 六 阶 和 六 
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+1 阶 渐 近 分 数 的 分 母 。 又 由 渐 近 分 数 的 归纳 定 
义 及 算术 一 几何 平均 不 等 式 有 


IIA. D<(t tr 1)" 


k=] 


= ( + 1)" (17) 


出 (15) 一 (17) 有 
ELO. 


u] (400 


其 中 i=- >L 因为 pA) = (A+ 10% 在 区 间 


CI. O) N (S N C650, p. 133), NH (180 有 


fF — fx. b n 
ng) (19) 
IH (15) 有 


Fan -f _ fa) TDI 
X — x’ ™ x"- x’ 


. Lf@ = foo 
x — x 


b. fae") -fœ | 


X x 


Oa) 一 了 xD | 
& A 
f (19) H (200 AH, be 5H FEN te A N 
的 右 导 数 . 
同 理 可 证 当 b 宇 5 时 f 在 (0,1J 中 处 处 不 存在 有 
限 的 左 导数 ， 


(20) 


5. 利用 无 穷 乘 积 的 构造 方法 


前 面 我 们 已 看 到 ， 历 史上 无 处 可 微 连 续 函数 
的 一 些 著名 例子 大 都 是 用 级 数 来 构造 的 。 本 节 中 
我 们 要 给 出 利用 无 穷 乘 积 构造 单 侧 无 处 可 微 连 续 
函数 的 一 种 方法 ， 这 种 方法 实质 上 是 级 数 法 的 一 
个 变种 。 

51 KR. (*) (n= 1,2,…) 是 区 间 (a, b) K. 


的 连续 函数 且 | Fu)! Se, 其 中 级 数 cr 收敛， 
WA. 


FD = II CIC 00 


s=] 


86 
是 (a,5) 上 的 连续 函数 ， 
定理 KO Ca, I, L a, MH, P. Ww EB 


N, b, II pr. 如果 


n 
2 


lim -=0 (1) 
0 Un Pn 

则 
fa) = []a+a,sinb, <x) 

是 处 处 不 存在 有 限 单 侧 导 数 的 连续 函数 ， 


证 明 根据 以 上 引 理 f(x)〉 的 连续 性 是 显然 
的， 下 面 我 们 来 证 明 f(X) 处 处 不 存在 有 限 的 单 健 
导数 。 设 xX 固定 。 对 任何 正 整 数 7%, 存在 唯一 的 整 


HN, AR <z< tl, 2 


> xX 
ba 


* = È (Nat Ds . (Nat 2) 


出 


& KL, 0 <Kn -X< = 
avn 


1 


7 一 = — 
X. — Xn 2b, 


(2) 
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> W L(y (3) 


> 
IIc-a, =a, URETS =b 
fa) = [Ta aisnb, 2x) 
= |! 
则 


F( c — Fen) = fn) -F. 
= fn- (Xn) - fn- Xn) 
( EDM, f() (4) 
a<f,(x) <b (5) 
K nf F (2) 有 
| a,sinb, ax’, ~ a,sinb, wx, |< fiber <2 


n 2 Pn 


H (60 有 


asinb ux, = a,Sinb, X, + OF 


其 中 | oj 225. 1. TE 


Fu- (K.“) 一 Fu- (K.) | = IId + a,sinb,. ax, 


421 
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+ 0 一 II (1+ a,sinb,nx,) 


&=1 


1 15. T 
2. 6. 5 


apn 


+ 将 第 一 个 乘积 的 每 个 因子 看 成 是 两 项 O+ 
arsinbznuæn) 与 ok 之 和 ， 然 后 将 此 乘积 展开 成 2 项 ， 其 
中 不 包含 0 的 一 项 与 第 二 个 乘积 相 消 ， 其 余 含 0 的 各 项 的 


(7) 


SARS EIS pee ， 因 此 (7 ) 式 成 立 。 


H (4), (50 5 (7) 有 
| fx’) 一 Jon! Saaf ni (Un) 
= [fni Xr) — fn- (A) | 
"ba 
>da 45. (8) 
E (1) 知 存在 4<a 使 当 n 充 分 大 时 有 
2"bn 、 
45. Aa, (9) 
由 (8),(9) 与 (2)， 当 ?充分 大 时 有 
Le- Habe 


(nc) (10) 
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又 由 《3) 有 
DE fan) - Tal 


K., — Xn „ Xn 


EAC A 
xy An 


ra = f(x) | 
x’, -xX 


Xn- X 


由 (11) 知 ， 如 果 f 在 x 处 有 有 限 的 右 导数 ， 则 当 
no pp eee N, X A (10) F 


X, 


盾 ， 故 f 在 x 处 不 可 能 具有 有 限 的 右 导数 。 
同 理 可 证 处 处 不 存在 有 限 的 左 导数 。 O 


(11) 


4. 利 用 康 托 级 数 的 构造 方法 


首先 我 们 对 所 用 工具 一 一 康 托 级 数 作 一 简单 
介绍 。 
设 {ps} 是 满足 条 件 
P>2 (n =I, 2, 35) 


的 已 给 自然 数列 。 将 区 间 C0, 13 等 分 成 p, 个 闭 区 


Bere urn 
= (P=, | 这 些 区 同 都 称 为 1 阶 区 间 ， 


tik, En RE nee, 
Pi 一 1 i= 1,2,…,7) 都 等 分 成 pnt 个 区 间 ， 

Ox tens, (TA = 0, Ís % Pnr- 1) 
就 得 到 n+ I 阶 区 间 。 如 此 继续 下 去 ， 就 得 到 一 
Yin Kiel = 1, 2, 3, .). H KH AE A H, 
对 于 满足 条 件 

O S. p. - 1 (n= 1, 2, ) (1) 


HH -N IU C,, Je, 由 Co, LIER ME — By 


一 个 点 组 成 。 显 然 ， 对 于 任意 的 XE Co, 1]， 存 在 
相应 的 满足 条 件 (1) MERAS), 使 得 


{x} = Me. 4 (2) 


易 知 当 〈2 ) 成 立时 ，X 可 表示 为 


Xn 
PiP: Pu 


C3) 称 为 Y 的 康 托 级 数 表示 ，Xr 称 为 第 有 个 位 


0<%,<P,-1 (3) 
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标 ， 如 果 x 是 某 区 间 的 端点 且 XZs0 与 1， 则 存在 
两 个 满足 条 件 〈1 〉 的 整数 列 {Xx,} 使 (2) 成 
立 ， 其 中 一 个 序列 从 某 项 起 恒 有 Xu = 0; 另 一 个 序 
列 从 某 项 起 但 有 xu p- 1， 此 时 zx 也 就 有 两 种 康 
托 级 数 表示 。 

康 托 级 数 是 实数 的 小 数 表示 的 一 种 直接 推 
广 ， 当 pe- b 2) Hf, (3) 就 是 x 的 b 进 小 数 
N. 

下 面 我 们 利用 康 托 级 数 来 构造 一 个 单 侧 无 处 
可 微 连续 函数 的 例子 . 

N Co, 1J]， 其 康 托 级 数 表 示 为 (3)。 
令 


— S Un 
f(x) = È 5 (4) 
Kfu=1, n If, 
u WX n+, = OH- 0s 或 


| Katı = Pati ~ IM Xp 1 
Uns ”对 于 其 它 情况 

(5) 
易 知 ， 尽 管 某 些 X 有 两 种 康 托 级 数 表 示 法 ,但 由 
(4) 5 (5) 所 定义 的 1 (2) 之 值 是 唯 一 确定 
的 ， 事实 上 ， 设 
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— x 
x=) 5. . 0 (6) 
=I 
— 1 E 
=Y Z p Zal, y Bol 
12, Pen Pe Pitt Pa por, be Pr 
(7) 


是 xX 的 两 种 康 托 级 数 表 示 法 ， 出 于 Wi 之 值 仪 依赖 
于 《3) 的 前 kK 个 位 标 ， 故 当 X 分 别 由 (6) 与 
C7) XNA, f() N 


_ u; _ Un N 1 
“之 Eee * L K 5 


A kk+) 
， U; u, 
u a kik+ 1) + n(n+ 1) 
_ Un = 1 _ +" Ur 
n 2 TOR kik+ I) 
42 211 tzi 
Mu =u’, 


RCC, DAS fr) 分 别 由 (3) 与 
(4) 表示 。 我 们 约定 ， 当 X HN ght AENA 
ARM, (3) 取 末 尾 各 位 标 恒 为 0 的 形式 。 

下 面 我 们 来 证 明 
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— 


1) f HRK. 
任 给 :>0, 取 正 整数 ?充分 大 ， 使 二 <e。 & 


V p. 1 
* Eb A DD 


则 当 X<<x'<x* 时 有 


I ` Yk X'y 
* 2 Dem A Bew 
0<x',<p,-1 
AF C4) HN NT (3 ) 的 前 K 个 位 标 ， 
故 有 


f(x) = Das’ 2 TET 


If -= fx) * a 


2 
5 az u net 


k=za+] 
故 f 在 x 处 右 连 续 . 
2) MNP (K = 1, 2. ) E. 


则 j 在 zx 处 不 存在 有 限 的 右 导 数 ， 


由 前 面 的 约定 知 , 存在 任意 大 的 ?使 ,< pu- 
1. $ 


k=: Pk Pit Da 
.-ı 
b, = Xr + Xnt 1 
“= Pi Pr Pi Pa 
3 Pk~2 
+) 
1 P Pr 


H Ca, Ib., EH 


Pr On SB, 
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A 


U, 1 
f (an) = 2 wein KA RETD 
_ Ur Ss U'n 
7000 A bed L. ker 5 
于 是 
fon - fa, =E (10) 


由 《4)》 易 知 | | 宇 二 一 一 ,由 ( 8) 一 (10) 有 


(n- Di 


1) fed! „Bi: Benno (4 no) 


故 由 第 二 部 分 1 之 引 理 2 知 ，f 在 x 处 不 存在 有 限 
的 右 导 数 ， 

同 理 可 证 f 在 (0,1) 中 左 连续 且 在 2 中 的 条 件 
下 不 存在 有 限 的 左 导 数 。 


5. 几何 方法 


本 节 中 我 们 要 用 几何 方法 来 构造 无 处 可 微 函 
M, RN UR. HM, f NH ik. 
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BEY) ak EIN TE ARM, AEH 


于 1 的 常数 ， 

DH N HEA H N N= FN, N A E f RR 
(H. A f ff f ER ESE. SNE 
不 要 求 家 等 》， 并 称 之 为 一 阶 齿 形 折 线 。 记 相应 
th NL F (c). ME4. 1, (d, b), Cb, N N 
BRAS, () ERH. REAR FR. ( 
在 Ka, 0 上 的 线性 系数 。 


NN 


图 4.2 . 
WI Sk Inn, x E E f N 都 已 定 
X, KHM N. (, NN PEI k 
n, fr) 的 每 个 线性 区 间 都 包含 在 f(x) 的 某 个 
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RE RH, Ca, OES. Ce) 的 任 一 线性 区 间 
(图 4.2? 所 表示 的 是 %= 1 的 情况 ), F. ( X) Asks 
9) 在 Caq，bJ 上 的 线性 系数 为 加。 以 C4，52 为 底 作 
一 齿 高 不 大 于 han WHR, Mew 


的 各 个 直线 段 的 斜率 的 绝对 值 大 于 12 | 加 |。 将 


按 上 述 方法 在 包 (z) 的 各 个 线性 区 间 上 所 作 的 诸 
内 形 折线 连接 起 来 ， 便 得 到 xX 轴 上 的 一 个 贞 形 折 
线 ， 并 称 之 为 n+1 阶 齿 形 折线 ， 记 相应 的 函数 
fai). FALE, 一 切 阶 齿 形 折线 及 相 
应 的 函数 都 可 依次 定义 ， 


由 于 o. (0 Sh, TD hs 收敛 ， 故 级 数 


D fxr) 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 Cr). FH 


我 们 要 证 明 f(X) 处 处 不 存在 有 限 的 导数 ， 
设 Z 是 数 轴 上 任 一 点 ， 访 的 包含 X 的 线性 区 
f Car, 570, f H 机 X Fr HCar, br) 上 的 
线性 系数 《k= 1,2，…)。 易 知 对 于 任何 hn， 当 k>> 
n 
Iran) = feba) = 0 
NAK Inh, FRA Can, po 上 的 线性 系数 为 人 4， 于 
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是 有 


fh ~ Fad! =) Co 一 让 Co 


二 二 上 


= 2 Àr (b. ~ d,) 


k=! 


1 
a~t 


>| Anl (b. — Gy) — > Alx (bi — an) 


=1 


一 
>Å- 1) br- N Ax 
k= 
由 此 得 


. b.) - f(a, . Ci 
im T FD] sima- vy [Al = 


k=; 


+00 


故 f 在 x 处 不 存在 有 限 的 导数 ， 


五 无 处 可 微 函数 的 性 质 


ANS 
fix 
7 
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1。 狄 尼 导 数 


因为 即使 对 于 连续 函数 通常 的 导数 也 可 能 处 
处 不 存在 ， 故 引进 一 种 对 任何 函数 均 有 意义 的 导 
数 概念 是 有 价值 的 .下面 我 们 来 讨论 这 个 问题 ， 

定义 1 NIK H, x, CEI, f 是 对 所 有 XE J 
LAK, 定义 的 实 值 函数 ， 设 6> 0, 并 令 

M, Cx.) =Sup{ff(xz)}， 0< læ- x| <8 

m, (,) = inf ff )]), 0<e-a|<ö 
2 65 减 小 时 ， M,(x,) 不 增加 ， n; c,) 不 减少 ， 
因此 存在 着 〈 有 限 或 无 限 的 ) 极限 

M(x) = lim M,cx,) = lim sup {f(x)} 


+ lr -H s 


m(x) =lim m, (x,) lim inf f() 
set Sgt e -s 
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Mama) >I GO) 的 上 极 
限 和 下 极限 ， 并 分 别 记 为 


与 此 类 似 ， 当 X->X,+ 0 时 f(X) 的 右上 极限 和 右 下 
极限 定义 为 
lim fen lim sup ((u)) 


lim f(), um fay 
* , 


11 
San F@)=lim inf ( 


同样 ， rr, 0 时 Cao 的 左上 极限 和 左下 极限 
分 别 定 义 为 
lim fœ) = lim ‚Sup e)) 


„im. fx) = lim inf {f(x} 
got O<xg~x<s 
定义 2 ” 设 f(x) 是 定义 在 区 间 I 上 的 实 值 函 
, c. SI. 则 分 别称 


D+f(x) = lim Him fer I 


boat 


D-f() = rales -to th) -fo 
450 h 


D. fix) = limit! erh - f 


imt 
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D_f(a) = lim 


为 f 在 x 处 的 右上 、 左 上 、 右 下 、 左 下 导数 。 这 四 
个 导数 统称 为 狄 尼 导数 。 它 们 的 几何 意义 显然 是 
H NY =() 在 点 % 处 的 割 线 摆动 的 左 、 右 两 极 
端 方向 的 正切 。 

例 1 函数 


foes hy 一 了 GCC) 
h 


|æ sin , WOC I 
9 A =0 


0 
1 xsin _] 当 -1<X<0 
2 x’ 5 


在 Y=0 处 的 四 个 狄 尼 导数 为 


D*f(o)=1, D-f(oy=4 


. 00 -1, D004 
512 K 


b sin I, 0 


0; 当 X=0 
在 X= 0 处 的 四 个 狄 尼 导 数 为 
D:f(0)=D-f(0)= +00 
D,fCo)=D_f(0)= -œ 
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BA, JE x 处 的 通常 导数 PCO 存在 (可 
以 为 + ee 或 -ee) 的 充 要 条 件 臣 四 个 狄 尼 导数 相 
等 

Def (x) = D,f (x) =D fa) 
= D_f(x) 
SEA SHARES Co). TARE 1 A A SP NF (*) 
和 右 导 数 f (zxz) 在 在 的 充 更 条 件 分 别 为 
D-f(x) = D_f(x) =’. 
Def (x) = D fOD =f. (x) 

定理 1 如 果 D*f (x.) HD. ( HM, Ill 
f (%) tic K HEE, 

证 明 REX 


D. f (c = lim Lt) fa) 
À h 


hoot 


m L LN — D*f (x) 


4e 


故 存 在 6>0, HH 40<h< dh A 
(Dif ( - Dh<f X+ h) - fry) 
<(D*f(x)+Dh 
由 此 知 f 在 Xx, 处 连续 . 
同 理 可 证 , 如果 D- J(X0) 与 D_f(x,) 均 有 限 ， 
NIEREN, m 
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E 上 上述 定理 中 的 条 件 并 不 想 连 续 的 必要 条 件 。 试 
ara 


例 3 M fe = mt, 

D*fc0)=D,f(0)= + 
D’fc0)=D.f(0)=-» 
而 1(X) 在 X= 0 处 是 连续 的 . 

下 面 我 们 来 介绍 描述 无 处 可 微 连续 函数 的 四 
个 狄 尼 导数 的 性 质 的 一 个 重要 定理 ， 这 个 定理 是 
由 辛 恩 得 到 的 ， 见 [42] 。 

定理 2 ” 设 帮 xz) 是 定义 在 区 间 工 上 的 无 处 可 
微 连续 函数 ，M 是 任意 正 数 ， 则 

A. {x| xEI, Df(x)>M} 

A, (& EI, Df ( -M) 

A,={x|xeI, DFC >M} 

A. (&& CI, Df ( -M} 
都 在 I 中 稠密 。 

辛 恩 的 这 个 定理 虽 未 断定 通常 的 单 侧 无 穷 导 
数 的 存在 《事实 上 ， 存 在 处 处 不 具有 有 限 或 无 限 
单 侧 导 数 的 连续 函数 ) ， 但 它 证 明了 对 于 每 个 无 
处 可 微 连续 函数 ， 存 在 处 处 稠密 的 点 集 ， 使 得 在 
其 中 每 一 点 处 具有 对 单 侧 无 限 导 数 存 在 性 的 任意 
接近 的 通 近 。 
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2。 导 数 定理 


本 节 中 我 们 先 来 介绍 描述 任意 函数 四 个 狄 尼 
导数 的 性 质 的 极 一 般 的 定理 - -导数 定理 ， 它 是 
微分 理论 中 最 主要 的 定理 。 

我 们 称 实数 的 一 个 集合 为 零 集 ， 如 果 这 个 集 
合 能 够 被 有 限 或 可 列 无 限 个 区 间 的 并 所 包含 ， 而 
这 些 区 间 的 总 长 度 〈 即 各 区 间 长 度 之 和 ) 可 以 任 
意 小 。 

显然 数 轴 上 的 任何 可 列 集 E = (&, ., +++, Hy, 
…} 都 是 零 集 ， 事实 上 ， 对 于 任 给 的 eo, > 


2 é N N 
or= (Xi Er Kt zer)» 则 EC Vor, AB 


cx 的 长 度 之 和 为 


r Fe EI HH M/, NE. 

导数 定理 BORE LCG, b EH H 
函数 ， 则 除去 一 个 零 集 外 ，[Q， 的 能 分 成 以 下 四 
TR: 
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A, = {x 上 f 在 xY 处 具有 有 限 的 通常 导数 } 
A, = {x |D f(x) = D- 了 (x) = ARR, 
D> f(x) = +00,D,f (x) = - ©} 
A, = {x |D f(x) = Df (x) = 有 限 数 ， 
D+ f(x) = +œ, D_f(x) = -O 
A. = {x |D* f(x) = D_f(%) = + 00, 
D,f(x)=D_f( = - 00} 
当 f(x) 的 定义 域 是 任 一 数 集 时 ， 上 述 结论 仍 成 
立 。 

这 个 定理 最 初 是 当 若 阿 与 杨 格 彼此 独自 地 就 
连续 函数 的 情况 证 明 的 ;其 后 杨 格 把 它 推广 到 可 
测 函 数 的 情形 ， 最 后 沙 克 斯 证 明了 这 个 定理 对 任 
意 函 数 仍然 成 立 。 因 此 我 们 也 称 这 个 定理 为 当 若 
阿 一 杨 格 一 沙 克 斯 定理 。 此 定理 的 证 明 可 参看 
(67) p. 19-21 及 C632 P.199-201. 

如 果 jf 在 同一 点 的 两 个 狄 尼 导数 都 是 左 导 数 
或 都 是 右 导 数 (D+f(X) 和 D4 了 (X))， 则 称 它们 是 
同 侧 的 ;如果 同一 点 的 两 个 狄 尼 导数 不 是 同 侧 
的 , 而 且 其 中 一 个 是 上 导数 , 另 一 个 是 下 导数 〈 人 鲍 
mD fo Df) ， 则 称 它 们 是 对 角 的 。 利 
用 这 些 名 称 我 们 也 可 将 上 述 导 数 定理 改 述 如 下 ， 

除去 一 个 零 集 外 ， 在 每 一 点 上 f (x) 的 四 个 多 
尼 导 数 只 可 能 有 以 下 两 种 情况 ， 两 个 同 俩 导数 或 
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者 者 有限 而 且 相 等 ， 或 者 其 中 鱼 少 有 一 个 为 无 穷 
大 且 两 者 不 等 ， 两 个 对 角 导 数 或 者 都 有 限 而 且 相 
等 ， 或 者 其 中 的 上 导数 等 于 + ce 而 下 导数 等 于 

在 给 出 导数 定理 的 几 个 直接 推论 之 前 ， 我 们 
先 引进 如 下 的 概念 ， 如 果 除 去 一 个 零 集 外 ， 函 数 
J 在 其 定义 域 中 的 每 一 点 均 具 有 某 种 性 质 ， 则 称 
f 几 乎 处 处 具有 这 种 性 质 ， 

推论 1 单调 函数 几乎 处 处 可 微 〈 即 具有 通 
常 的 有 限 导 数 ) 。 

这 是 因为 在 这 种 情况 A, A, MA, HAF 
K. 

由 此 推论 知 ， 无 处 可 微 函数 在 任何 区 间 中 都 
不 单调 ， 也 就 是 说 这 种 函数 是 处 处 振荡 的 ， 

推论 2 ”有 界 变 差 函数 几乎 处 处 可 微 。 

这 是 因为 有 界 变 差 画 数 可 以 玫 为 两 个 增 函 数 
2. 

由 此 推论 知 ， 无 处 可 微 函 数 所 表示 的 曲线 上 
f N N I MMR ARH. RRA, EAR 
区 间 上 的 曲线 具有 有 限 长 度 的 充 要 条 件 是 表示 该 
曲线 的 函数 具有 有 界 变 差 ， 而 由 推论 2 知 ， 无 处 
可 微 函 数 不 可 能 具有 有 界 变 差 。 

推论 3 对 于 任何 实 值 函 数 了 CX)， 使 1(%*) 
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为 无 限 的 所 有 WSR . 

这 是 因为 如 果 f (x) 为 无 限 , 则 XE A, (i 1， 
2，3，4), 因 而 x 属于 导数 定理 中 所 除去 的 零 集 。 
由 此 推论 知 ， 不 存在 处 处 共有 无 限 导 数 的 函 
数 。 
作为 对 照 ， 我 们 顺便 指出 ， 右 上 导数 处 处 为 
正 无 穷 (D+f(X) = +00) 的 函数 是 存在 的 ， 这 种 
KAHELE ERKA. 9, p. 125 

32033). 

推论 4 无 处 可 微 函数 几乎 处 处 存在 至 少 两 
个 取 无 限 值 的 对 角 导 数 〈 其 中 上 导数 为 + coo， 下 
导数 为 ~co) 。 

这 是 因为 如 果 f(X) 无 处 可 微 , 则 有 ,为 空 集 ,而 
对 于 有 4,, A,, 4, 中 的 任何 x* 均 满足 推论 中 的 要 求 . 

这 里 我 们 顺便 指出 ， CD 中 用 两 页 篇 由 证 
明 的 一 个 定型 〈 不 存在 不 具有 导出 数 eo 的 无 处 可 
微 连 续 函 数 ) 只 不 过 是 上 述 推论 的 特殊 情况 ， 而 
且 结 论 要 弱 得 多 。 这 正 说 明 导 数 定理 的 价值 。 


3. R 点 


设 f(X) 是 定义 在 区 间 (a, b) E. H f M, 
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æ, S (a,b), MN (æ 0 = + O, F.. (æ,) , 
NI FN. FHN NN MR F. (* - , 
FG = +00, IN, FHH FN. 
Bl, AER = 0 处 有 一 个 下 尖 点 ， V. 
在 人 = 0 处 有 一 个 上 尖 点 。 
下 面 我 们 先 来 证 明 一 个 与 尖 点 有 关 的 定理 ， 
这 个 定理 最 初 是 由 列 维 得 到 的 。 
定理 1 设 1(X) 是 定义 在 任意 区 间 (a, dE 
的 任意 实 值 函 数 ， 令 D= (& |XE (a,b), f_ (OH 
F. HA, HÍ ( f(), MM DR 
可 列 集 。 
证 明 令 
A= (f xE (a,b), f-. Hf“. (α FE, 
Bf! Cf. ( 
B= (& lx C (a, b), f. (α Hf. (H, 
HF. ( YF (*) 
对 于 每 个 YE A, 选取 有 理 数 7 使 得 
F. (DI Cr. Cf. (&) 
再 选取 有 理 数 s, At. Ba<s,<x<t, <b, H 


1 -TOD 


yx Pra, Ms <Y<K (1) 


SW <r, Mx<y<t, (2) 


a 
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H (1) 5 (2), MHS. CN taff, 
FD -f <T Y- X) (3) 
于 是 我 们 得 到 由 4 到 @' 内 的 一 个 映射 p(X) = 
(re, Se, fe), 此 处 @’ 是 三 维 空 间 中 三 个 坐标 均 为 
有 理 数 的 点 的 全 体 。 下面 我 们 要 证 明 g 是 一 个 一 
NA. MN IE Z, NIE A 中 存在 不 同 的 
点 X,Y 使 得 p(X) = gp (9) .于 是 Gy ty) = (Sr, t.), 
且 x,y 均 在 此 区 间 中 。 由 “3) 有 
FM -fO <r yY- x) 
f(x) -fY <r x-y) 
BAT. = Ty 故 将 以 上 两 式 相 加 得 0<0， 这 就 得 出 
FH, N NAH. HF H A, MA 
最 多 为 一 可 列 集 . 同 理 可 证 B 也 最 多 为 一 可 列 集 。 
口 
推论 设 f(X) 是 定义 在 区 间 (a，5b) 中 的 实 值 
K, MF (*) 的 尖 点 的 全 体 最 多 为 一 可 列 集 。 
证 明 由 尖 点 的 定义 及 定理 1 立即 得 到 。 口 
定理 2 Ko Ca (I, byE BR, M 4ab>1 
时 维尔 斯 特 拉 斯 函数 


f(x) = 2 a"cosb"rx 


的 上 、 下 尖 点 的 集合 都 处 处 稠密 。 
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证 明 考虑 点 2 = 0, BANAL 


7000 -f (h) 2 a"(1—cosb"xh) . 


8 


=2)) (sin brnh) 
取 正 整数 7 使 得 
ih] wt Ih] brain 
于 是 我 们 有 


LD IM eh. & ar (sind b 


n=0 


EO n Sm, 
ein E bea Ih| > 二 (be I) Ab- 


故我 们 有 


LO IU 2 V um 
Hire a'b 


n 20 


9 ahn 2 amb” 


re abi (40% 


AH ont, n= oo, Nab>1, Nm + co， 
故 由 〈4 ) 即 得 
F“. = -co， Fc = +0 (5) 
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Blas a+ H, It TEM, MILLER 
正 整 数 ， 我 们 有 


f(x) = 2 a"cosb"ax + > ac (6) 


a> 


g(x’) =) ace 
仿照 (5) 可 证 
. (0) r, O00) =-c (7) 


又 〈6) 的 第 一 项 在 x= F RAAR 
于 是 由 (6) 与 (7 ) 即 得 

J. (pe) -~ 下 (GR) +0 
4 * f WLR, 显然 所 有 点 


x = -的 集 处 处 稠密 。 


同 理 可 证 & = ar 为 任意 整数 ，m 为 


任意 正 整数 ) 是 f 的 下 尖 , H H H N ee 
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ARRE E TIS EA = 


推论 维尔 斯 特 拉 斯 函数 TO N ORR 
义 下 的 ) 局 部 极 大 值 与 局 部 极 小 值 点 都 是 处 处 笛 
密 的 。 

证 明 这 是 因为 每 个 上 尖 点 都 是 局 部 极 大 值 
点 ， 每 个 下 尖 点 都 是 局 部 极 小 值 点 。 

人 们 已 经 证 明 ， 第 一 部 分 第 5 节 中 所 列举 的 
用 级 数 表 示 的 诸 无 处 可 微 连 续 函 数 都 具有 处 处 稠 
密 的 尖 点 。 我 们 将 在 第 七 部 分 第 2 节 中 举 出 不 具 
有 尖 点 的 无 处 可 微 连续 函数 的 例子 。 口 


六 无 处 可 微 理 论 的 
进一步 发 展 


1 
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1. 一 类 连续 函数 的 构造 


为 了 讨论 无 处 可 微 理论 的 进一步 发 展 RN 
先 来 构造 一 类 相当 广泛 的 连续 函数 。 

B 922 为 给 定 的 正 整数 列 ， æ S co, 12, 
其 康 托 级 数 表 示 为 


x=) , OK p.11 (10 


= P. Px 
u. C FHN HHNE N.  . 
* 0. UU , Ax = 0, 1 (2) 
其 中 
1 = 9,(%,) 


9: 是 定义 域 为 {0， 1, , Pi- 1) ff (0,1, 
的 任意 函数 。 当 K O1 时 ， u 按 如 下 方式 定 
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义 : 

1) WR ==, 或 K = PE 1 B 
Keer = Pri 1, ME Uk = Ukris 

2) MN Xk=0 而 KO, R N= pr 1 
而 K. PR. 1, M US 1 - Uri 

3) WR XT H pr 1,04 

Ux (K., t, , Xk) 

其 中 gx 是 各 变 元 Ki (i I, 2, , k) 分 别 在 
(0，1，2，…， 人 一 二 中 取 值 而 值 域 为 40,1 } 的 
H E I N. 

易 知 ， 这 样 定义 的 ww 仅 依赖 于 * 的 康 托 
级 数 表示 的 前 k 个 位 标 ， 即 ur 是 K., Hay , 
* 的 某 个 函数 

Up ZACH, Ku , X) 

Æ 当 k=1 时 或 对 于 KOI 的 情况 3) 有 

Mk Kay Xk) =Car, Xa, XR) 

XN, RERS x 有 两 种 康 托 级 数 表示 
法 ， 但 按 上 述 方式 所 定义 的 函数 U f() 之 值 
是 唯一 确定 的 。 事 实 上 ， 设 


-Şa x 
* BPs 2 DDr 


是 x 的 两 种 表示 法 、 其 中 
Hear, (xn) (3) 
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* YO, & = O (k>n) (4) 

* K. - 1 & = p- 1 (K>n) (5) 
又 设 按 x 的 这 两 种 表示 法 由 《〈2 ) F F f(x) 
之 值 分 别 为 

u=0. u, U, uU, see 

U =0, u Ul io u, oe 
由 于 《2 ) 的 第 位 小 数 仅 依赖 于 (1 〉 的 前 k 
个 位 标 ， 故 由 《3) 有 


Ur = Ul, (k<n) (6) 
IH (40 有 
uU=1-u, (K OV n) 
于 是 
8 Un = 1-u, 1 
Nut Boge ge 
kare k =a + 
同 理由 〈5 ) 可 得 
DE! 
k 5" 
42 


FH (6) P u-v, 

作为 上 述 函数 的 一 个 特殊 情况 ， 可 以 这 样 来 
定义 u: u. 1. Ai O Ing, 

1) WRX, = l 0, NI, pf 1 H 
Xr= Pr 1, M Tur = Uka 
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2) 对 于 所 有 其 它 情 况 ， 令 ua1-uy.., 
在 这 个 特例 中 ， 如 令 Pr = K 1031, 2. 0. 
并 令 


1 2 2 ,yk-l 
2 2.3 27˙3˙4 ! 


x 


Rix = x' H 
f(x) =0.111 (二 进位 ) 
f(x) =0.11 0 111… =f 
FH NF () HH (2) 定义 的 一 般 情况 来 
证 明 其 连续 性 。 
REO, DA x f(x) 分 别 由 (1) 与 
(2) 表示 。 我 们 约定 ， 如 果 xX 有 两 种 康 托 级 数 
表示 法 ， 则 取 末 尾 各 位 标 恒 为 0 的 那 种 形式 。 任 


eo, NIE EN IN, fir. r- Ce, if & 


= Vr < pxr—1 
* 2 Pı Pi ' 2. BP, 


则 当 X< YX <n AL 


7 — x a 
“ Ded, 2. Feb 


42 zn 
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0<a,<p,-1 
BES Cc") HN NN 
fie) =0. u u.“ . ug- 
由 于 与 Wt 之 值 仅 依 赖 于 Xx 与 xX 的 康 托 级 数 表示 
中 的 前 个 位 标 ， 故 当 1 生 Km 时 有 ?tr = wy, FE 


F - f(~)| < -fr <e 


从 而 JE HRK. 

同 理 可 证 JEO 1 中 左 连续 《此 时 如 果 x 
有 两 种 康 托 级 数 表示 法 ， 则 应 取 末尾 各 位 标 恒 为 
px -1I 的 那 种 形式 ) 。 


2. 无 处 可 微 性 结论 的 加 强 


仔细 分 析 一 下 前 面 的 一 些 例子 可 以 看 出 ， 这 
些 例子 中 所 构造 的 函数 之 所 以 不 具有 可 微 性 ， 是 
由 于 下 式 成 立 ， 


lim HCD -FO 
„ x+ x -x 


， XH- FCO, _ 
lim | X — x = +90 ( 2 ) 


下 面 的 定理 表明 ， 在 无 处 可 微 连 续 函 数 的 存在 性 
定理 中 ， 上 述 用 (1) (2) 表征 的 不 可 微 性 


+ 08 (1) 
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的 结论 可 以 加 强 ， 
定理 hele) Soke LEO, +00) b 
满足 条 件 
lim g(x) = lim p(X) = p(0)=0 


xat 


NN NIE ff H N, f() E. H (2) KX. 
如 果 


则 
a ebe e 


iim 2 If 9 25 ei col =+00 (5) 
分 别 在 [0，1) 与 (0，1] 中 处 处 成 立 。 
证 明 HELO, DAH f() NMR E 
中 的 人 1) 与 (2) BR. RNA, MARX 有 
两 种 康 托 级 数 表 示 ， 则 取 末 尾 各 位 标 恒 为 0 的 那 
种 形式 。 于 是 存在 任意 大 的 正 整 数 %， 使 . 
Pari- 1, 
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fe) =0.u u, 《二 进位 ) 


其 中 
* K, Yiskzn (6) 
nr = Parı 1 (7? 
FRE 0, WEU pti = Untz 
Pa — 1, Mu n= 1 721 
(8) 
0, 
Haye 1, 
Prts- 1, 
0, 


MRA“. „H Xn. = 0 

MRU nr = Uns EX ns: = Pn+s 一 1 
MRU ya. = 工 - Une HR, = 0 
WRU nt = 1 UH * = pn 1 


(9) 
Bkon+3sh, VAER. HERB, 
War =] — Unts Unt+s = Unss (10) 
由 (10) 有 
fx) -fo| > yr (11) 


由 .(6) 有 
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<x -x < (12) 


P.. Pa 


由 9 与 $ 的 增加 性 及 〈11) ， (12) F (30 § 


Tam PCF Oc) ~ FOO] 
lim +0 yx- x) 


Bl (4) 成 立 。 

同 理 可 证 (5) 在 (0，13] 中 处 处 成 立 。 口 ] 

EI AN, MNT -o, (r) K F 的 高 
M /h, fir) 是 关于 YX 的 同 阶 或 较 低 队 无穷小 ， 则 
结论 (4) 与 (5) 分 别 强 于 (1) 与 (2)。 粗 略 地 说 ， 这 时 了 (X) 
比 通常 的 无 处 可 微 连续 函数 具有 更 强 的 皱 福 性 。 

注 2 要 使 (3) 成 立 ， 只 要 使 序列 (Pa) 增 大 的 速度 
充分 快 即 可 。 


5。 某 些 函 数 类 中 的 无 处 可 微 函 数 


在 对 无 处 可 微 连 续 函 数 作 进 一 步 研究 时 ， 人 
们 自然 会 提出 如 下 问题 在 具有 比 连续 性 更 好 的 
某 些 性 质 的 函数 类 中 是 否 存在 无 处 可 微 画 数 ? 这 
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个 问题 的 更 一 般 的 提 法 是 ， 在 具有 性 质 4 的 连续 
函数 类 中 是 否 存在 处 处 具有 性 质 也 的 函数 ? 

在 这 方面 的 一 个 重要 结果 是 奥 巴 哈 与 巴 拿 险 
得 到 的 , 他 们 在 《33 cf EH: AO CO r SI, 
在 满足 c 阶 李 普 希 兹 条 件 的 函数 类 中 ， 存 在 函数 
f(x) 使 关系 式 
处 处 成 立 。 奥 巴 险 和 巴 拿 哈 所 给 出 的 是 纯 存 在 性 
证 明 。 二 十 七 年 后 ， 米 洛斯 拉夫 具体 构造 出 具有 
上 述 性 质 的 函数 (N. 534] ) 。 作 者 在 (490 中 
证 明 ， 奥 巴 哈 等 人 的 结果 可 以 推广 为 如 下 的 普遍 


ER: 
定理 设 g(X) 与 p(X) 是 定义 在 CO, 1) 
上 满足 如 下 条 件 的 正 值 增 函数 ， 
1° lim pw) = lim p(x) =0 (2) 
„ |: p(x) _ 
2 lim yxy  * (3) 
3” & 充分 小 时 ， 
全)> 3 cw 


则 存在 定义 在 CO, 15 上 的 函数 (x), 使 得 
1) or(6) <p) (5) 
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KA (q) (a) N A . 
0 (O0 = sup í f(x) - FMI} 


D Em ar e; 


— xD- FOX): 
m rey te) 
分 别 在 CO, 1) 5 C0, 1) 中 处 处 成 立 。 
注 显然 ， 当 0<a<1 时 ,Xo°(X 之 0) WERU, 
故 只 要 在 本 定理 中 取 p(X) =x, PX) =, NN NE 
哈 与 巴 拿 险 的 结果 ， 并 且 (6) 与 (7) 比 (1) 更 进 了 一 步 《〈 因 
为 前 者 是 单 侧 上 极限 ) .。 
下 面 我 们 给 出 这 个 定理 一 个 构造 性 的 证 明 。 
没 f(2) 由 第 1 节 中 的 ( 2 ) 式 定义 。 我 们 要 证 明 ， 
只 要 适当 选择 康 托 级 数 中 的 序列 (pi, N. I 
f(x) 满 足 定理 中 的 要 求 .分 以 下 几 个 步 又 来 讨论 ， 
1) 如 果 存 在 常数 AA, 使 对 一 切 % 有 


4 Br 5 > gr 8) 


(d) <Ag (3) (9) 
证 明 设 X 与 (xX) 分别 由 第 1 节 中 的 (1) 
与 (2) XR, X Oæ, H 
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fan O. ul, ule (ZEN) 
I TF Ti. IE EI, f N - KI, f AK IR, 
Xx = Xr, WIEP Cisr pi — 1E BR 
k 中 的 最 小 者 为 mm, 则 当 1<k<-m 时 ， 

*I. = Disk l, Xitg=0 


于 是 


(10) 


Uy, = Uy (ISK) 
uUrs=1-uU, We=1-u (1sk<m) 


故 不 论 刀 是 否 等 于 2 H H 
FC - feo) < ot, an 
FH (8), (10), AD Re 的 单调 性 有 


f() ~ few) <A.) 


<Ag(x' -~ x) (12) 
K (9) 成 立 。 器 
2) 如 果 
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lim -- 一 = +00 (13) 


W C6) 与 人 7) 分 别 在 50,1) 5 (0,1) 
中 处 处 成 立 。 

证 明 KR SCO, 1) 是 X 与 1(X) 分 别 由 第 1 
节 中 的 (1) 与 (2) ER. 我 们 约定 ， 如 果 x 
有 两 种 康 托 级 数 表 示 法 ， 则 取 末尾 各 位 标 恒 为 0 
的 形式 . FY TF EH NX HN E Mn, . p. 
—1. $ 


f(x’) O. u. u, z. (H HN.) 
Ki (1k An 3) 按 第 2 节 (60 — (90K 
, Men 3B, Hf N. TRA 


I_X< (14) 
0 Pit’ Pr 
Wnt = 1— Wnt Ur FU 
Ife) FC > sr (15) 


onpi 
a 


由 (14), (15) XY 的 单调 性 有 
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fx) = FO)! — 1 


nr) 


(16) 
Hr (16) 及 (13) 即 可 推出 (6) 。 
问 理 可 证 《7 ) 在 (0，13 中 处 处 成 立 。 口 ] 
3) 由 以 上 的 讨论 知 ， 要 构造 满足 (6) ， 
(7) 49 09) 的 函数 jx)， 只 要 构造 一 个 满足 
C8) 与 (13) 的 整数 列 {p,} (P. 2) MHH. F 
面 我 们 来 构造 这 样 的 序列 : 
NP. NX. i 0 mt, (40 成 


—.— 
(>) 


一 般 地 ， 设 D, 已 经 确定 ， 且 


8 — <2B (17) 
el) | 


由 于 p(w) 0, Fr kr iE E HE 2, 使 得 
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P- HH EN M. H IE E N kk(k 宇 2) 中 的 最 小 
者 ， 如 果 p.+:,= 2, 则 由 (4) A 


B< 


en) 


MN pi, Nil 
— l 
hed 1 
2 u] 
H (4), (18) 及 mw 的 单调 性 有 


<B (18) 


1 
one t 1 
PAD Pan ) 
< — 
ee e 
P Pi“ Pa (Pats -1)+2 
<- L . <2B 
ro-a) 
Pi" Pn (Pn 一 1) 


TE, 根据 归纳 法 ， 一 切 p,(n= 1, 2, 3; …) 都 
可 依次 定义 县 使 〈17) MN. 
如 果 取 A = 8B， 则 由 (17) ME (8), X 
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由 (17) 及 (3) 有 


HK (13) 成 立 。 
4) WOR (p.) BE (8) 与 (13), f(æ) 
由 第 I 工 节 的 (2 ) 式 定义 。 令 


P(x) = fo) 


Wh (6), (7) 与 (9) 知 ，F(X) 满 足 条 件 
C5) 一 (7) HF HFT ()). U 
Hit 设 2(Zz) 是 定义 在 [0 ，1] 上 满足 如 
下 条 件 的 增 函 数 : 
1° lim p(x) =0 


xot 


. x 
2° lim — 0 
x+ PCH) 


则 可 以 构造 出 定义 在 [0，1] 上 的 连续 函数 
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f(x), EB 
1) f <p); 
2) FC) SAA FLEA IR AE PR 
证 明 OS 
ACX) max jt 


1 
Ox 909 


DA = 


WW eax = 0 为 增 函 数 ， 于 是 


IH KA 
中 () 
() 满足 Hu ( 4 ) 7 X. 


lim Se 5 lim A(x) = 0 


BH EA NU ( =x) ， 可 以 定义 在 【0 ， 
1) 上 的 连续 函数 f(z) ,使 得 

of(0) () (19) 
HC SEAN FE ZEA BB SP, XN, 
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A 之 p(x) 多 故 


TOES X = D(X) 


(x) 


于 是 由 (190 有 
of Cå) <p (ô) 口 
Æ KR f() 是 定义 在 O, D 上 的 正 值 增 函 数 ， 
Um. (*) = 0，H C9) 表示 定义 在 C0, DER AK T 
f() <P) 
K () 所 组 成 的 类 ， 我 们 知道 ， 如 果 9p(X) 是 一 阶 无 
穷 小 (Y->0) MH (S . H M M EHM KKH, N 
而 是 几乎 处 处 可 微 的 。 而 上 述 推论 表明 ， 只 要 9(XZ) 是 比 
x 较 低 阶 的 无 穷 小 ， 则 Hp) 中 存在 处 处 不 可 微 的 连续 
K. N, 这 一 结果 比 无 处 可 微 的 连续 函数 的 存在 性 
要 深刻 得 多 。 


4. RER DE AU 


本 节 中 我 们 从 另 一 角度 来 考虑 无 处 可 微 理 论 
的 一 种 发 展 。 

前 面 我 们 曾 指 出 ， 历 史上 的 一 些 著名 的 无 处 
可 微 函 数 都 具有 处 处 稠密 的 尖 点 。 虽 然 我 们 将 在 
第 七 部 分 第 2 节 中 构造 出 没有 尖 点 的 无 处 可 微 连 
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续 函 数 ,但 可 以 证 明 ,这 些 函 数 仍 在 某 些 点 处 县 看 
无 穷 的 碳 导 数 或 左 导 数 。 人 们 站 然 要 问 :是否 存 
在 处 处 不 存在 有 限 或 无 限 单 侧 导 数 的 连续 中 数 ? 

试图 在 肯定 意义 下 回答 这 个 问题 的 第 一 人 是 
员 西 科 维 蒋 ， 他 于 1925 年 构造 出 一 条 有 曲线 ( 见 
K6] ) ， 按 照 他 的 陈述 ， 这 条 有 册 线 处 处 不 存在 
半 切 线 〈 即 相应 的 函数 不 存在 有 限 或 无 跟 的 单 侧 
导数 ) 。 但 实际 情况 是 ， 贝 西 科 维 蒋 所 构造 的 曲 
线 虽然 确实 表示 无 处 可 微 连续 函数 ， 但 他 给 出 的 
关于 曲线 不 具有 半 切 线 的 证 明 依赖 于 几何 直观 ， 
它 的 有 效 性 是 成 问题 的 。 

1928 年 培 帕 用 几何 方法 构 造 出 另 一 个 例子 
CH C373 ) ， 但 他 的 证 明 存在 同样 的 问题 ， 

1939 年 摩尔 斯 的 论文 [353 最 终 解决 了 上 述 
问题 。 在 这 篇 论文 中 ， 摩 尔 斯 用 分 析 方 法 构造 出 
一 个 连续 函数 ， 并 严格 地 证 明 它 处 处 不 存在 有 限 
或 无 限 的 单 侧 导 数 。 自 然 ， 摩 尔 斯 例子 的 构造 和 
证 明 都 是 十 分 复杂 的 。 有 兴趣 的 读者 除 直 接 阅读 
他 的 论文 外 ， 也 可 参看 Coa, 

处 处 不 可 微 的 连续 函数 通常 统称 为 维尔 斯 特 
拉 斯 函数 ， 而 处 处 不 存在 有 限 或 无 限 单 侧 导 数 的 
连续 函数 则 称 为 中 西 科 维 茨 函数 。 


EH hE A 
NH KHK 论题 
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1。 皮 亚 诺 曲线 


直到 十 九 世纪 中 叶 ， 曲 线 一 直 是 作为 几何 学 
中 自明 的 原始 概念 使 用 的 。 从 十 九 世 纪 后 半期 对 
数学 各 个 分 支 的 基础 进行 严密 化 以 来 ， 对 于 曲线 
的 概念 也 要 求 有 明确 的 定义 。 最 初 作 这 种 尝试 的 
是 约 当 ， 他 所 给 出 的 平面 曲线 的 定义 是 ， 

一 条 平面 曲线 是 平面 上 那些 其 坐标 x 和 2 由 
方程 式 

x=p), Y U 

所 给 定 的 点 的 集合 ， 在 这 里 w 和 NAR A 
C0,12 上 的 任意 两 个 连续 函数 ，。 

现在 我 们 称 以 上 定义 的 曲线 为 连续 曲线 或 约 
4%. 
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FEAR LAE, HAR ATE, READ 
FRE, BERR, EREDA H IE f ERRE 
填 满 一 整 块 面积 。 但 意大利 数学 家 皮 亚 诺 却 在 
1890 年 指出 ， 存 在 定义 在 区 闻 C0，1J 上 的 两 个 连 
ERK p(t) Mv, MBM If U ER t 方程 
x=p(t), Y =) (O<t<1) AYN — IE 
方形 《包括 其 内 点 和 边界 点 在 内 ) ， 也 就 是 说 ， 
无 论 取 正 方形 中 的 哪 一 个 点 PO, ½, M f E AK 
到 这 样 的 参数 值 1(0 St), f 

X=9t), y=) 
皮 亚 诺 的 发 现 曾 引起 数学 界 的 惊异 ， 并 且 很 快 又 
找到 另外 一 些 具有 这 种 性 质 的 曲线 的 例子 。 所 有 
这 些 填 满 正方 形 的 连续 曲线 ， 不 论 是 谁 作出 的 ， 
都 叫做 皮 亚 诺 曲 线 ， 因 为 皮 亚 诺 最 先 发 现 了 这 种 
曲线 的 存在 。 

本 节 的 目的 是 要 指出 皮 亚 诺 曲 线 和 无 处 可 微 
连续 函数 的 某 些 联系 ， 即 我 们 要 证 明 存 在 定义 在 
[DEREN A (t), f. 18 f 
线 


填 满 整个 单位 正方 形 。 具 有 这 种 性 质 的 曲线 称 为 
无 处 可 微 的 皮 亚 诺 曲 线 。 
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Pil b 6 , B F- 1h ERR 
WE, DENT 5b 的 非 负 整数 的 集 ， 且 
B= B.. U Br. U B U Bee (k=2, 3, 4, ) 
D=D,UD,UD,U D, 
Nin Bi, Bi, Bas Bu 4 f 2 H HFH, 
D: 也 非 空 且 互 不 相交 。 设 t C Co, DAR b 进 小 
数 表示 为 
t=0, t,t, oes t; eee 
AH NE NH oe (t) HC NF: 
PCE) = O. K .. K. (END 
OO = 0. YY e Yr e COH) 


其 中 
z= f” t. ED, UD, 
1, WREED, UD, 
-位 如 果 t, ED, UD, 
1; Wt ED, UD, 
Ak 1B, 


um SRE, = OMO-1 Bt, == 
“= I- Xp ey WIRE, = ON 1H An 

0, MALE B. U Ba 

I, MER b€ Ba U Bl 
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(Yi, 如 果 灰 = 0 或 5 - IHA == 
Y= 1-Y%-1 MWR kr = OM 0-18 bhAta 
| 05 WR tx BI, U Bp 
| 1. 如 果 . SB, UB. 
由 第 三 部 分 第 2 节 中 的 一 般 性 结论 可 知 ， 以 上 定 
义 的 p(t) 与 %( 引 都 是 处 处 不 存在 有 限 单 侧 导 数 的 
连续 函数 。 容 易 证 明 
rer 
ly=9® 
是 一 条 皮 亚 诺 曲线 。 
事实 上 ， 设 x 与 1 是 50,13 中 的 任意 实数 ， 
A BEN BCR AR HN 
* O. &. .. xX, tee * = 0 或 1 
y=0.YY: ar Y= ORI 


0<t<]1 


> 


D., MN x,=0, y,=0 
te Di, 如果 X. = O, y, * 

| D., N x,=1, y,=0 

D., 如 果 X,=1, y¥,=1 

Akin, 

(Bu, MR * = 0, %=0 
tE | B., 如 果 A = C, Y =1 

Bu, N K. 1, y=0 

( Bi,, 如 果 x%,=1, Yı.=1 
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现在 设 t 是 一 个 实数 ， 其 5 进 小 数 表 示 为 
tO. tit. tr 

则 由 定义 立即 有 
& = t), Y =) 

故 曲线 通过 单位 正方 形 中 的 每 一 点 。 


和。 局 部 循环 函数 


布什 于 1962 年 引进 局 部 循环 函数 的 概念 ， 也 
数 1%) 称 为 在 处 局 部 循环 ， 如 果 在 x 的 每 个 邻 
域内 都 存在 一 个 蜡 于 X 的 点 x', 使 得 g Cx") = p(x) 
〈 见 [13]) 。 随 后 不 少 作者 对 这 种 函数 进行 了 系统 
的 研究 ( 见 [28]-[31])。 另 一 方面 ， 在 本 书 第 六 
部 分 第 2 节 中 我 们 构造 了 一 类 连续 函数 ， 这 类 连 
续 函 数 具 有 另 一 种 类 型 的 局 部 性 质 。 下 面 我 们 要 
构造 同时 具有 这 两 种 奇特 局 部 性 质 的 连续 函数 ， 

定理 NYC HC) NX (o, ) . 
满足 条 件 


lim p(x) =lim y =p(0) =0 
xt x>0+ 


的 任 两 个 正 值 增 函 数 ， 则 存在 定义 在 C0，1] 上 的 
一 个 局 部 循环 连续 函数 f(x), 使 得 
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far ECC Fool) 
ra Tr ze OD 


lim ， in 9 D = 400 (2) 
分 别 在 50,1) 与 (0,1] 中 处 处 成 立 。 
证 明 gps (k=1,2,3,…) WERK, 
8 是 小 于 pk- 1 的 正 整 数 的 集 ， 且 
B. = B., U BI U Ba U By, 
Kiß Bi, Bi, Bi, Br. AE H HH, XH 
YXErK0，1] 其 康 托 级 数 表 示 为 
x= 2 pp. 0 p. 1 (3) 
用 二 进 小 数 定义 4 (Y F, 
uU=0.U uU" U ory U=0, 1 (4) 
其 中 = 14k >in, ude PARE X: 
1) w= f? MR XE Bi U By 
1， 如 果 X€ Br U By 
2) MRX, = Xk, = 0, 或 Xi = Pr- 1, Xk 
Pr-1— 1, M Tu, = Uys 
3) MN, = 0 而 %..40, N= pr 1 而 
Hes pH- 1, NI N = 1 Ue se 
由 第 六 部 分 第 1 节 中 的 讨论 知 ， 以 上 定义 的 
函数 是 连续 的 。 容 易 证 明 ，f(X) 在 [0,13 上 处 处 
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RHA, BEE, RCO, 10, H HF 
别 由 (3 ) 与 (4 ) 表 示 ，n 是 任意 大 的 正 整 数 。 取 


x= 9 O<x'.<p,-1 (5) 


其 中 
* , A 1<k<n 

Ak Y nd, 

| By, ANU = O H, C By, 
** E ， Buy SHU, = OHNE Bx. (65 

| Bis, W Ru, = 1. H € Bas 
B., MU, =I H E Bra 

H (5) Al, 


o< h-a] < 


1 
Pitt Pa 
B JE RNA 

FO) =0.2 W, u, (COH) 
HH Fu N MFH KO R A. .f BT 
kA tip, BH (5) 有 

ul,= Uy, Yiskzn 
H (6) An, ME nN ur = u. Mil 

f(x) = f() (8) 
由 于 ?可 任意 大 ， 故 由 (7) A, * 可 任意 接近 
XxX, 且 YX。 于 是 由 ( 8 ) 知 ,f 在 x 处 局 部 循环 。 
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由 第 六 部 分 第 2 节 中 的 讨论 知 ， 要 使 (1) 
和 和 (2) 成立， 只 要 使 {pw} 满 足 条 件 


G 


lim — 


so al 


= +00 


\ 
peep! 
为 此 只 要 使 {ps} 增加 的 速度 充分 快 即 可 。 CI 
注 MAAS OH, Y TF xX 的 同 阶 或 高 阶 
无 穷 小 ， 而 y(X) 是 关于 x 的 同 阶 或 低 阶 无 窃 小 ， 则 得 到 
无 处 可 微 的 连续 函数 ， 显 然 局 部 循环 性 使 这 个 函数 不 可 
能 有 尖 点 ， 也 不 可 能 具有 无 穷 导数 。 


53。 局 部 周期 函数 


在 布什 工作 之 后 ， 作 者 在 556] 中 引进 了 局 部 
周期 函数 的 概念 ， 

定义 1 设 f(X) 是 实 变 实 值 函 数 ，X, 是 f(xX) 
的 定义 域 中 任 一 点 ， 如 果 对 于 *. 的 任意 邻 域 
o (Xo) ,都 存在 一 个 相应 的 闭 区 间 6 及 非 零 实数 
7, K, C ôcO (A.), & TYCO (K.,) +r 表示 一 切 
形 如 X+7 的 点 的 全 体 ， 其 中 YE ô), H 

fxX+7) =f), xed 

WR Coc) 为 局 部 周期 函数 。 
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显然 局 部 周期 函数 是 一 种 特殊 的 局 部 循环 函 
. 

EM2 设 f(X) 是 定义 在 Ca, DENKE 
函数 ， 如 果 存 在 正 整数 1 固定) 及 任意 大 的 正 
WEN ENC, REN AN dN 
g K fil on, Or ++, ont, MATE (i M, 
ER 

fx +ldy) = f(x) 
和 
fer - Ide =f) 
中 必 有 一 式 对 0; 中 的 一 切 x 成立， 则 称 f(X) 为 一 
致 局 部 周期 函数 。 
显然 ， 一 致 局 部 周期 函数 是 一 种 特殊 的 局 部 
周期 函数 . 2 
下 面 我 们 要 用 几何 方法 来 构造 一 个 处 处 单 侧 
不 可 微 的 连续 一 致 局 部 周期 函数 . | 


D_E E € D È 27 C. 5 
MSN 


16.1 图 6 .2 
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ON | A |W 


M. L. Wa 
图 6.3 


在 图 6.1 与 图 6.2 中 ，ABCD 是 任 一 矩 É, 
E、 下 与 G、H 分 别 为 上 下 两 边 的 五 等 分 点 。 在 图 
6. 1h, ÆA, E, G, F, H, CHAN 
BHR M6. 2h, BRD, G, E. H, F. B. 
的 折线 称 为 工 型 折线 。 在 图 6.3 的 底 边 为 1， 高 为 
h 的 矩形 OABC 中 ， 作 I 型 折线 OEGFHB， 并 称 
之 一 阶 折 线 ， 构 成 这 折线 的 五 个 直线 段 都 称 为 一 
阶 线段 。OABC 则 称 为 一 阶 矩 形 . 

Kuh Hen 阶 线段 及 n 阶 矩形 都 已 定义 ,将 
每 个 n 阶 线段 二 等 分 ， 所 得 到 的 两 个 线段 称 为 二 
分 7 阶 线段 。 以 每 个 二 分 n 阶 线段 为 对 角 线 作 一 
个 各 边 分 别 平行 于 X 轴 与 MN, Nn IR 
和 矩形。 如 果 二 分 ?界线 段 的 斜率 大 于 0， 则 在 所 得 
n+1 阶 矩形 中 作 TI 型 折线 ， 如 果 二 分 n 阶 线段 的 
斜率 小 于 0 ， 则 在 所 得 N I 阶 和 矩形 中 作 工 型 折 
线 。 所 有 这 些 折 线 连 成 的 折线 称 为 n+1 阶 折线 ， 
构成 n+1 阶 折线 的 直线 段 都 称 为 % +1 阶 线段 ， 以 


x 
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此 类 推 。 设 ?2 阶 折线 所 表示 的 函数 为 fa. B 
知 f(C2) 是 分 段 线性 的 连续 函数 ， 且 


F. (*) — f.CX)| < 2 


(1) 


这 是 因为 n+ EEE . HARNI 


2 阶 线段 ， 而 2 +I 阶 折线 由 位 于 这 些 窍 型 中 的 ] 
型 或 工 型 折线 连接 而 成 。 

1 C0, 1 等 分 为 5 个 区 间 ， 依 次 记 为 6.,(2, = 
1, 2, 50, 这 些 区 间 都 称 为 一 阶 区 间 。 设 Oe en 
. 是 nE HN (*. = 1, 2, , 5; * = 1, 2, 10; 
i 2, 3, , n). HE d N10 NK, 
N NHD , ri Anl 2, , 10), 这 
N II aM + BPR, KEKE. Ba npr 


区 则 的 长 度 为 1 -g. 。 由 各 阶 折线 的 作法 知 ， 


1 S. 3 或 6 S SSM, fn (*) (MN) 
的 图 形 在 d. t (Ne 2 为 第 n+1 AB 
标 ) 上 的 部 分 可 由 在 d , zn,; 上 的 部 分 向 右 平 
B2An Ms 3 S. 5 NS S, 10 HM, 
f. (2) DEE renen an (Tn 2 为 
第 ?+I 个 足 标 ) 上 的 部 分 可 由 在 da x E 
的 部 分 向 左 平移 2A, 而 得 。 于 是 当 Mn, 
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XE Bx. x, zu Hf 
Tce zl, MR 1. L3 
| N66 N 8 
Fn (2) = |! „ r 2), MR 3 Ss L5 
N 8 „ 10 
(3) 
由 (1》， 对 于 任意 的 下 整数 n 与 m 有 


Fun F. N | fave) 


=1 


h 


2 1 


= frrr- 1(X) Is 2 Fr 1 ner 


EI 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 SOO. 由 
(2) 知 ， 当 XE Ox en 4, HHN 

FCX 20% ), M 1 K, 3 
RELL, g 

= Jeet mR 3 <5 

NS SN 10 

(3) 

H (3) EM, f(x) 是 - 致 局 部 周期 函数 


(HIN = < n 1 阶 区 间 的 总 数 ， dy = Ange 


b=2), 


* Br 
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下 面 我 们 来 证 明 f(xY) 处 处 不 存在 有 限 的 单 侧 
FR. 


B N. if T ff Ko- l 


FCC DAI-fcka,)| = FC DAI 
- f,(kA,)| = ser (4) 
今 设 X 是 C0,1) 中 任 一 点 ， 且 
(n= 10 A, C (k, , (5) 


ek. n ERK (o-. I-), * (50 有 


o Kn X< (K. + 1) A- & C245 (6) 


wy. 2 
HFA, = 105 故 由 (4) 有 


= FCC DA 一 f() = 5"h 


n 


Tn (7) 


H (60 有 
FCC. + 1) An] 一 fx)! 
A 


n 


Tas 


+ iid) -TD 


n 


x ZFC Ky + DA fw] 
(Kat 1)A,- x 
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A 2 Uf Gerda) = fl (8) 
HM (8) A, mE SHE Xx 处 具有 有 限 的 右 导 数 ， 
MAR, NH D 矛盾 。 故 f 在 Xx 处 不 存在 
有 限 的 右 导 数 。 
同 理 可 证 F (c) TT (O, IU. NE F HE A H I 
左 导数 。 


八 无 处 可 微 连 续 
国 数 类 的 范畴 
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1。 基 本 拓扑 概念 


为 讨论 无 处 可 微 连 续 函 数 类 的 一 个 重要 的 拓 
扑 性 质 ， 我 们 先 对 所 和 需 的 准备 知识 作 一 :简单 介 
A. 

XI NX TAE , NN X ch 
的 任 一 对 元 素 X 和 y， 有 一 个 实数 OG, ) 与 之 
NN. Ho (x, AH HA FAM. 

1° p (, W>0, HAARA x=y 时， 
p(x, )) =; 

2° PY = p(y, &); 

3° p(X, 2) Sp, y+ ply, 2), 
WAX HERS, Rot, D NAA 
离 ， 而 称 不 等 式 3 "为 三 角 不 等 式 。 为 了 强调 与 p 


134 


的 关系 ， 也 将 上 述 度量 空间 记 为 X, p). 
例 1 设 X 是 任意 区 间 ， 当 X,YyEX H, 
P(x, y) = |x-yl 
则 (X，p) 是 度量 空间 ， 
例 2 RN Nn N 
X = (&., ., .., K,) 
. Ki, Cs », K. XN. BH NN 
IR. T i 
Y= Ys Yis tery Yn) 
是 另 一 个 有 序 n 元 实数 组 ， 我 们 定义 x 与 y 的 距离 
为 


p(x, y) = 2 (K — yo}, x, yE R” 


ly Re BE RS Te] 〈 即 ? 维 欧 氏 空间 ) ， 其 中 的 三 
角 不 等 式 为 


2 (Xi - < 2 (K. ~ y»)? 
71 721 
+ 2 (Yi — 23°]? 


当 n = 1，2 时 ，R" 就 是 具有 通常 定义 之 距离 
的 数 直 线 与 数 乎 面 . 
定义 2 LU H f (X, O) PRY 
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点 列 ， 若 存在 YEX， 使 
limp (xn x) =0 

WER (K. AE (X, o) PRR, i. rR 
lim X, & 

并 称 Xx N ,- H M, th RN (, NN F &. 

易 证 车 点 列 {XxX}*-， H H ff NN, W 
FUR PRE . 

ENS NIC. EH H A, o) NN 
点 列 。 若 对 任意 的 e 之 0, 存在 正 整 数 NN, 使 对 所 有 
m, nN, x.) Ce, MET X, 
P) 内 的 柯 西 序列 。 

定义 4 ”车 度量 空间 (&, o) NH N N Il 
BEX, OAK, MN (X, O K H N 
al. 

#3 Cla, DREXERMLa, DEW 
”连续 实 值 函 数 之 集 。 若 j，gE Cca, bo, NI 
X f 与 9 的 距离 为 

eG, 9)=sup{ |f - fte Ca, 55) 
MCCA, OWES RMA, Ff ARI RY 
收敛 就 是 一 致 收敛 。 


例 4 按照 例 1 中 定义 的 距离 ， 有 限 闭 区 间 
Ca, 已 是 完备 度量 空间 。 
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定义 5 设 (X,p) 是 度量 空间 ， 任 给 XEX 
Kro, Xx M NO (A., ) <7 的 所 有 点 X 之 集 叫 
做 (XX，p) 内 的 开 球 ， 记 为 SCxz，7。2 叫做 球 
心 ， 7 叫做 球 半径 。(X, o) 内 以 Xx, 为 球 心 的 任意 
开 球 叫做 x, 的 邻 域 。 

定义 6 HX, Pp) 是 度量 空间 ， 若 YCX， 
*. E V H EE u. 的 某 个 邻 域 整个 地 含 于 Y, 则 称 
LEY 的 内 点 。 

定义 7 KN &, o) 是 度量 空间 ，YCX， 
. E X. 车 x, 的 每 个 邻 域 都 至 少 含有 Y 的 一 个 异 
T. h A, II M. V NM. 

定理 1 RK, ORES, YX, % 
H NF TE V 的 不 同 点 的 序列 (x,) ,使 r.. 
时 ，zx, 是 了 的 极限 点 ， 

定义 8 E(X, R THA HH. YCX, # 
YY 的 点 都 是 了 的 内 点 ， 则 称 了 是 (X, p) 的 开 集 。 

S RN, o 是 度量 空间 ，YcX。 # 
Y MRRX- Y 是 (X，p) 内 的 开 集 ， 则 称 了 为 
(X, MARWAR. | 

定理 2 (GA, o) XK NAH, VX. N 
当 且 仅 当 含有 它 自己 的 所 有 极限 点 时 YEM 
K. 

定义 10 设 (X，p) 是 度量 空间 ,YcCX， 出 
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工 及 其 所 有 极限 点 一 起 构成 的 集 叫 工 的 闭 包 ， 记 
为 了 。 | 
由 定理 2 易 知 ， 当 且 仅 当 Y= 了 时 Y EM 


集 。 
定义 11 K &, OER. YOR ` 


Y=X, MV EX) 处 处 稠密 。 

例如 ， 所 有 有 理 点 的 集 在 实数 轴 R 中 处 处 
ag. 

定义 12 设 (X,p) 是 度量 空间 。 集 YcCX 叫 


(X, o) KRAMER, BY 没有 内 点 。 集 
FcCX 叫 做 第 一 范畴 集 , 若 下 是 无 处 稠密 集 的 可 数 
并 集 , 习 的 不 是 第 一 范畴 的 子 集 叫做 第 二 范畴 集 . 
定理 5 (MKB * E) 完备 度量 空间 
《作为 它 自己 的 子 集 ) 是 第 二 范畴 集 。 
定理 1 一 3 的 证 明 参 见 122) SER, 


2. EFREM 


以 下 的 定理 及 推论 给 出 无 处 可 微 连续 函数 存 
在 性 的 一 种 间接 证 明 。 它 事实 上 表明 ， 在 某 种 意 
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义 下 绝 大 多 数 连 续 函 数 都 是 无 处 可 微 的 。 

定理 1 ( 巴 拿 哈 ，1931) K C Co, 1 & 
在 区 间 50，13] 上 的 实 值 连续 函数 的 全 体 。 令 
H={f| feECco, 13, 且 存 在 XE CO, DD+ f(x) 
与 也;f(x) 均 有 限 }， 风 五 是 C50，13 中 的 第 一 范 
MR. 

证 明 ”对 于 每 个 整数 NDO, + HH 表示 存在 
zE o, 1-1] 使 


对 一 切 he (0, -一 ) 成 立 的 fc Cco, 10 的 全 体 、 
我 们 首先 证 明 


H=|)H, (2) 


(JH. CHE BAM. NE H,, ITE Eco, 


1T) 及 常数 c， 使 得 对 某 个 6c (o, I K 
~ 


对 一 切 hE (o, DR. 取 正 整数 n>max {+ 


139 


a), WBRA ICH, KMEH-| JH. #2) 


NW. 
FH RTE r H. C CO, PHAR, 


为 此 固定 %， 设 fE H,. 在 H, f NM MN N A 
(Fabrik Fu- (H FE CO, 13 上 一 致 收 
NT F). h H, 的 定义 知 ， 对 每 个 m, BE x, 


E01- 十 | 使 pm) 在 x 处 满足 (1》 CM 


令 f = 了 X= Xm 时 ， (1) 对 一 切 hE (0,2) 


NW) 。 由 波 尔 察 诺 - 维尔 斯 特 拉 斯 收敛 原理 


知 ， 存 在 {zn} 的 子 列 收敛 于 [0，1- -二 | 中 的 某 


x,, (Fu NN FAU KE C Co, IPR RF Ss 
为 简单 起 见 ， 仍 分 别 将 这 两 个 子 序 列 记 为 {Xn} 


{fn}. K Re (o, I ) 是 任意 固定 的 正 数 ， 因 


ATI HH | 
lim| fn (xn +h) n (c |=1 x, h 


一 f(x) | 
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于 是 在 不 等 式 
| falta th — fm (Lm) len 


中 令 M 一 co 得 
HEZ + 5 — FOO)! <n 


F S H., H f H, E HI . 
N NEN H, NI r, ATER 


的 gE H, =H, 和 e>0， 存 在 JECO, 10, HB 
(f, O Ce (此 处 p 为 COO, DHE) H 
Fe H.. AFCO, IDM NN F 日, 的 函数 的 典型 
HTE “WA PAA (图 8.1). 对 于 上 述 的 g 
Mle, RARER AM ER EMK, 使 
组 成 它 的 每 一 根 线段 的 斜率 的 绝对 值 都 大 于 n, 
且 f(X) 的 图 形 位 于 以 曲线 y -JO 为 中 心 线 、 宽 
度 为 2e 的 带 形 区 域 中 ， 如 图 8.2 所 示 。 这 样 的 就 
满足 上 述 条 件 FE H, Hof, g Ce. TERTA 
WA TH BARR, M H C CO, DRM 
第 一 MM. 


| 
Ir 
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上 述 定理 的 进一步 推广 见 〔52] 。 
推论 ”存在 一 个 连续 实 值 函数 fE CC0, 10, 
使 得 


lf (+h) — f(x)| 
h 


lim =+00 (3) 
kt 


Im 
HAE CO, 1) 5 (0, 13 中 处 处 成 立 。 

证 明 令 

G={f| feCc0，1D， 且 存在 XE (0，1] 使 
Df ( D JOA R), 仿照 定理 1 可 证 G 也 
是 CC0， 攻 中 的 第 一 范畴 集 ， 因 而 HU GRC co, 
DPR- ERR., BARE (350 H (40 
别 在 C0，1) 与 (0，1> 中 处 处 成 立 的 所 有 
函数 JE C50，13 的 集 ， 则 4 显然 是 HU GHAR, 
E A= CCo, 10 HUG. HJ Cco, DESE 
ER, MAN eR (因为 C50,1] = 4U 
HUG) 而 两 个 第 一 范畴 集 之 并 集 不 可 能 是 第 二 
范畴 集 ) ， 因 而 4 非 空 。 口 

上 述 定理 和 推论 中 所 用 的 方法 是 很 重要 的 ， 
在 分 析 学 和 拓扑 学 中 经 常用 这 个 方法 来 证 明 具 有 
特定 性 质 的 函数 的 存在 ， 

Aw, ASE RSA, “BH 


Va FOI. yoo (4) 
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RRA RM” BEREX, Abbe 
巴 拿 哈 定 理 在 直观 上 表示 ， 绝 大 多 数 的 连续 函数 
都 是 无 处 可 微 的 。 

作为 对 照 ， 我 们 来 考虑 贝 西 科 维 获 函 数 类 的 
范畴 。1932 年 沙 克 斯 在 [402 中 证 明了 如 下 

定理 2 KH CO, 1) EHM 
数 的 全 体 是 CC0，1] 中 的 第 一 范畴 集 。 

这 个 定理 表明 ， 绝 大 多 数 连 续 函 数 都 不 是 册 
西 科 维 茨 函 数 ， 也 就 是 说 ， 贝 西 科 维 欧 KA H 
尔 斯 特 拉 斯 函数 要 希 军 得 多 。 实 际 情况 也 是 如 
此 ， 如 我 们 所 见 到 的 ， 已 有 大 量 的 维尔 斯 特 拉 斯 
RMT. AM, REAR, ESAk, M 
西 科 维 茨 函数 的 例子 只 有 ST, DARA 
西 科 维 芯 、 培 炳 和 摩尔 斯 所 构造 的 例子 。 


无 处 可 微 连 续 函 数 的 发 现 和 研究 是 和 波 尔 察 
诺 、 柯 西 、 维 尔 斯 特 拉 斯 等 人 给 分 析 提供 严密 性 
的 工作 联系 在 一 起 的 。 这 些 工作 把 数学 分 析 从 对 
几何 概念 、 运 动 和 直 党 了 解 的 完全 依赖 中 解放 出 
来 ， 它 一 开始 就 造成 了 巨大 的 变动 。 

和 数学 中 一 切 新 运动 一 样 ， 关 于 无 处 可 微 连 
续 函 数 也 有 过 很 多 争论 。 在 当时 ， 这 种 函数 被 攻 
击 为 奇怪 而 无 意义 的 函数 ， 它 们 被 看 成 是 一 种 变 
态 或 是 函数 的 不 健康 部 分 ， 它 们 还 被 认为 在 纯粹 
数学 和 应 用 数学 的 重要 问题 中 是 不 会 出 现 的 。 

持 这 种 观点 的 不 乏 当 时 的 著名 数学 家 。 例 如 
庞 加 莱 说 ，“ 半 个 世纪 以 来 我 们 已 经 看 到 了 一 大 
堆 离 奇 古怪 的 函数 ， 它 们 被 弄 得 愈 来 愈 不 象 那些 
能 解决 问题 的 真正 函数 。” 
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埃 尔 米 特 在 他 的 一 封 信 中 表达 的 心情 更 为 典 
, fh iH: NFA .O HN R H HK 
的 令 人 痛惜 的 祸害 感到 厌恶 。” 

幸运 的 是 ， 这 些 出 自 名 家 的 反对 意见 并 未 能 
够 阻止 数学 中 新 事物 的 成 长 ， 而 是 随 着 二 十 世纪 
以 来 数学 的 巨大 进展 这 种 错误 观点 本 身 被 人 们 抛 
弃 。 事 实 上 ， 正 是 对 函数 的 精确 研究 导致 了 数学 
的 一 个 新 分 支 一 一 实 变 函 数论 的 产生 。 另 外 ， 概 
率 论 的 近代 发 展 也 显示 了 维尔 斯 特 拉 斯 函数 与 这 
一 学 科 的 一 个 应 用 性 很 强 的 分 支 一 一 随机 过 程 论 
的 重要 联系 ， 布 朗 运动 过 程 几乎 所 有 的 样本 轨道 
都 是 无 处 可 微 连续 函数 。 有 关 这 方面 的 讨论 读者 
可 参看 (60). 
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